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RESUMO 
CASAGRANDE, Augusto F. Consideração da fluência no cálculo dos 
efeitos de segunda ordem em pilares de concreto armado. Dissertação 
de mestrado. Programa de Pós-Graduação em Engenharia Civil – PPGEC, 
Universidade Federal de Santa Catarina – UFSC. Florianópolis, 2016.  
 
Neste trabalho apresenta-se a metodologia de consideração da fluência na 
construção do diagrama N-M-1/r através do ajuste das deformações no 
diagrama tensão-deformação em pilares de concreto armado. Obtém-se 
os momentos solicitantes finais através de integrações sucessivas da linha 
elástica. Alternativamente, apresenta-se a aplicação do diagrama N-M-1/r 
modificado juntamente com o método do pilar-padrão acoplado a 
diagramas. O método simplificado da excentricidade adicional 
equivalente de fluência prevista na NBR 6118:2014 também é 
apresentado e avaliado em relação aos demais métodos. O método não-
linear de ajuste do diagrama tensão-deformação se torna muito mais 
prático com a sua aplicação em ferramentas computacionais. Sua 
utilização com o método do pilar-padrão acoplado a diagramas 
apresenta resultados próximos ao método geral e é de aplicação mais 
simples. Observou-se que o critério de dispensa da consideração da 
fluência em pilares de concreto armado da norma brasileira pode ser 
imprudente e que o acréscimo de momentos em situações comuns de 
projeto pode ultrapassar os 10%.  
 
Palavras-chave: fluência, pilar, concreto armado, método geral, não-
linearidade, dimensionamento.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
 
ABSTRACT 
CASAGRANDE, Augusto F. Consideração da fluência no cálculo dos 
efeitos de segunda ordem em pilares de concreto armado. Dissertação 
de mestrado. Programa de Pós-Graduação em Engenharia Civil – PPGEC, 
Universidade Federal de Santa Catarina – UFSC. Florianópolis, 2016.  
 
This work shows the consideration of creep in the construction of 
moment-curvature diagrams through the adjustment of strains in tension-
strain diagrams for reinforced concrete columns. Final bending moments 
are obtained by consecutive elastic line integrations. Alternatively, it is 
presented the application of the modified moment-curvature diagram with 
approximate methods for second order effects calculations. The 
“additional creep eccentricity method” presented in NBR 6118:2014 is 
also evaluated in relation to the previous methods. The non-linear method 
of tension-strain diagram adjustment becomes much more practical with 
its application in computational tools. Its implementation with 
approximate methods presented close results to the general method with 
easier use. It is observed that the criterion to dismiss the consideration of 
creep in concrete columns presented in the brazilian code may not be safe 
since the increase in bending moments for common design situations can 
go past 10%.  
 
Keywords: creep, column, reinforced concrete, general method, non-
linearity, design.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
 
1 INTRODUÇÃO 
Prever o comportamento de um pilar de concreto armado é uma 
das tarefas mais trabalhosas que o engenheiro encontra ao analisar a 
estrutura de um edifício. Por sua configuração predominantemente 
vertical, este tipo de peça está sujeita a fenômenos de instabilidade que 
levam a um comportamento não-linear no incremento de cargas, a 
chamada “não-linearidade geométrica”. Soma-se a isso a própria natureza 
heterogênea do material concreto armado, também colaborando para o 
comportamento não-linear (não-linearidade física), e tem-se um 
vislumbre do que está envolvido nesta etapa do cálculo estrutural em 
concreto armado. 
A fluência é o fenômeno do aumento das deformações no concreto 
ao longo do tempo quando submetido a cargas de longa duração. 
Especialmente no caso dos pilares, onde a estabilidade da peça e os efeitos 
de segunda ordem são significativamente afetados pelas deformações, a 
consideração deste fenômeno pode ser importante na fase de projeto para 
a verificação e dimensionamento no Estado Limite Último (ELU). Apesar 
disso, abordagens sobre o assunto na literatura acadêmica não são 
frequentes e poucas referências detalham as metodologias de sua 
consideração em pilares de concreto armado. 
A fluência é consequência das características viscoelásticas de um 
material, e vem sendo estudada desde o século IX. Físicos como Maxwell 
e Kelvin propuseram modelos constitutivos para a previsão do 
comportamento ao longo do tempo de materiais submetidos a diferentes 
carregamentos. Esses modelos, segundo Araújo (2014), “são obtidos pela 
associação de molas e amortecedores, o que permite simular as parcelas 
das deformações elásticas e viscoelásticas do concreto”. Modelos 
reológicos como o de Maxwell serviram de base para formulações de 
consideração da fluência presentes em normas atuais de projetos em 
concreto, incluindo a norma brasileira NBR 6118:2014 e o Eurocode. 
A literatura sobre fluência é extensa quando se trata de seus 
mecanismos fundamentais de ação e sua influência no concreto em termos 
de material. Também são abundantes as publicações com testes físicos 
com avaliações de ruína e deformações reais envolvendo cargas de longa 
duração em peças de concreto. Mas a tradução desses estudos em 
metodologias práticas para serem usadas em projetos e verificações não 
22 
 
tem tanta atenção do meio acadêmico. Quast (1978) foi o primeiro a 
propor a metodologia de consideração da fluência através do ajuste das 
deformações do concreto no diagrama tensão-deformação pelo termo 
(1 + 𝜑). Na época, como explica Quast (2004), o método não foi bem 
aceito pois a fluência era assunto dos acadêmicos das ciências dos 
materiais e uma abordagem prática como esta era considerada muito 
simplista. Ao longo dos anos, depois de se tornar popular na escola alemã 
de engenharia, ganhou adeptos em outras partes do mundo, inclusive 
sendo aceita na norma europeia de projetos de estruturas de concreto. No 
Brasil, autores como Fusco (1981) podem ser apontados como 
responsáveis por difundir este método. 
 Desde então, o estudo da consideração da fluência no âmbito de 
projetos, especialmente quando se trata de pilares, recebeu poucas 
contribuições. Dentre elas, destaca-se o trabalho de Westerberg (2008) 
que de forma bastante completa revisa métodos de consideração de efeitos 
diferidos no tempo em projeto e verificação de pilares esbeltos de 
concreto e compara com formulações mais fundamentais e realistas do 
comportamento dos materiais. Nesse trabalho, destaca o método de ajuste 
do diagrama tensão-deformação como uma abordagem suficientemente 
precisa para projetos. 
A NBR 6118:2014 permite o cálculo dos efeitos de segunda ordem 
em pilares através de métodos simplificados, baseados no chamado 
“pilar-padrão”. Segundo Carvalho e Pinheiro (2009), esses métodos 
procuram identificar a seção mais solicitada e, levando em conta uma 
série de simplificações, estabelecem expressões que permitem o cálculo 
dos efeitos de segunda ordem. Esses métodos são de fácil utilização e 
obtém o resultado de forma direta. Porém, seu uso é limitado a casos 
comuns de dimensionamento e verificação. Por outro lado o Método 
Geral permite uma avaliação mais rigorosa desses efeitos. Mais exato, 
este método considera mais detalhadamente as não-linearidades física e 
geométrica, representando o comportamento da peça de forma mais 
próxima à realidade. Por envolver cálculos repetitivos e métodos 
numéricos trabalhosos, até pouco tempo atrás era reservado à academia 
ou utilizado na prática somente em casos de extrema necessidade. Mas 
com a atual disponibilidade de computadores com grande capacidade 
computacional e a cultura crescente de desenvolvimento “artesanal” de 
softwares para análise estrutural no meio técnico, métodos mais rigorosos 
passam a se tornar mais acessíveis.  
Este trabalho estuda a aplicação do método de consideração da 
fluência em pilares de concreto armado no ELU através do ajuste do 
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diagrama Normal-Momento-Curvatura (N-M-1/r) presvisto no Eurocode 
2 (2010) e visto mais detalhadamente em Fusco (1981). Pretende-se 
também estudar a metodologia simplificada constante na norma 
brasileira, a NBR 6118:2014 e compara-la ao método mais rigoroso. 
 
1.1 Delimitações do Trabalho 
 
Este trabalho está compreendido na área de projetos estruturais em 
concreto armado. Mais especificamente, irá tratar sobre pilares simples, 
ou seja, cujo lado maior da seção transversal não ultrapasse em mais de 5 
vezes o seu lado menor. Pilares-parede não serão abordados neste 
trabalho. Limita-se a estudar peças retangulares de seção constante e 
armadura simétrica e constante ao longo de seu eixo longitudinal, 
submetidas à flexão composta normal (FCN) e com índice de esbeltez 
inferior a 140 (𝜆 ≤ 140). São considerados apenas concretos de 
resistência normal, ou seja, com resistência característica menor ou igual 
a 50 𝑀𝑃𝑎.  
 
1.2 Objetivos 
 
1.2.1  Objetivos gerais 
 
O objetivo deste trabalho é estudar metodologias de consideração 
da fluência no dimensionamento e verificação de pilares de concreto 
armado. Será avaliado o método não-linear de ajuste do diagrama tensão 
deformação pelo coeficiente de fluência efetivo (𝜑𝑒𝑓) e, 
consequentemente, modificação do diagrama N-M-1/r, e o método 
simplificado da excentricidade equivalente da NBR 6118:2014. 
 
1.2.2 Objetivos específicos 
 
Durante o trabalho, tem-se ainda como objetivos específicos: 
 
 desenvolver planilhas eletrônicas para a confecção do 
diagrama normal-momento-curvatura e para determinação 
dos efeitos de segunda ordem por método não-linear; 
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 implementar a consideração da fluência de forma rigorosa 
no diagrama de normal-momento-curvatura através do 
ajuste no diagrama tensão-deformação; 
 
 avaliar o método simplificado da excentricidade equivalente 
de fluência da norma brasileira e comparar os resultados 
com o método do ajuste do diagrama tensão-deformação. 
 
1.3 Justificativa 
 
O crescimento exponencial da população concentrada em centros 
urbanos e a consequente demanda por infraestrutura e serviços públicos 
eficientes estão impulsionando a criação de cidades mais “densas” e 
populosas. Edifícios de grande porte estão se tornando mais comuns na 
construção civil mundial e a falta de espaço e a valorização dos terrenos 
se somam para explicar a tendência atual de projetos cada vez mais altos 
e esbeltos. De acordo com estatísticas oficiais do CTBUH (Council on 
Tall Buildings and Urban Habitat), existem 466 edifícios de mais de 200 
m de altura sendo construídos atualmente em todo o mundo, sendo 11 
desses com mais de 500 m. No Brasil, são 12 edifícios com mais de 150 
m de altura em construção. Por outro lado, a arquitetura moderna busca 
sempre mais liberdade em suas formas e a complexidade de sistemas 
estruturais mais ousados são inevitáveis em alguns casos. Para tornar essa 
tendência sustentável, a engenharia estrutural deve acompanhar essa 
evolução e buscar sempre novos métodos de dimensionamento e previsão 
de comportamento mais confiáveis, precisos e econômicos. 
 O dimensionamento de pilares de concreto armado é um desafio 
à parte em um projeto estrutural, dada a matemática complexa derivada 
da natureza não-linear de seu comportamento. Como confirma Ribeiro 
(2011), ainda não se conhece uma forma direta de se determinar a resposta 
de pilares ao carregamento levando em consideração a não-linearidade 
física e geométrica do material. A norma brasileira (NBR6118:2014) que 
trata do assunto permite o dimensionamento por métodos aproximados, 
fáceis de serem aplicados e com obtenção dos momentos finais de forma 
direta. Porém, estes métodos simplificam os cálculos às custas de uma 
utilização limitada a casos comuns de geometria e resultados 
conservadores. O cálculo mais preciso, prevendo uma utilização mais 
eficiente do concreto juntamente com o aço, demanda cálculos iterativos 
que, além de complexos, são repetitivos e trabalhosos. Contudo, com a 
capacidade atual de processamento dos computadores pessoais e a 
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disponibilidade de ferramentas computacionais, especialmente as 
planilhas eletrônicas, esses métodos mais complexos, antes relegados ao 
meio acadêmico ou a situações extremas, acabam se tornando também 
mais acessíveis. Uma tendência mais recente é a democratização da 
programação em computadores, ou seja, a produção e personalização de 
softwares de forma “artesanal” pelo próprio usuário. Essa tendência se faz 
presente dentro da engenharia de estruturas, como demonstram os 
trabalhos de Smaniotto (2005), Cotta (2007), Ribeiro (2011), entre outros. 
Com isso, um maior entendimento de métodos mais rigorosos se faz 
necessário para basear a posterior implementação dessas ferramentas. 
 Sobre a consideração da fluência em pilares de concreto armado 
há muito o que se investigar, especialmente sobre sua consideração em 
projetos estruturais. Na literatura acadêmica brasileira e estrangeira o 
assunto é geralmente evitado. A NBR 6118:2014 obriga a consideração 
da fluência somente para situações de pilares com esbeltez maior que 90, 
o que corresponde a limitar aos casos menos usuais. Para a consideração 
do fenômeno apresenta apenas um método simplificado: o da 
excentricidade equivalente. Araújo (2012) defende que o critério para 
consideração da fluência da norma brasileira é imprudente e que a partir 
𝜆 = 50 suas consequencias nos efeitos de segunda ordem já podem ser 
importantes. O Eurocódigo (2010) já trata a fluência com mais cuidado, 
com critérios que tornam a consideração do fenômeno mais comum e já 
fazendo menção a métodos não-lineares mais rigorosos, inclusive com 
diretrizes. 
 
1.4 Materiais e métodos 
 
Este trabalho estuda e avalia efeitos de segunda ordem em pilares 
de concreto armado utilizando o método geral com a consideração 
rigorosa da não-linearidade física e da não linearidade geométrica. Esse 
tipo de cálculo envolve análises não-lineares que exigem um grande 
volume de operações e a utilização de ferramentas computacionais para 
auxiliar nesses cálculos e permitir a avaliação rápida e prática de 
diferentes situações e parâmetros é indispensável. Para tanto, foi 
desenvolvida uma planilha de cálculo utilizando o programa Microsoft 
Excel. 
A consideração das deformações por fluência no concreto nas 
análises de segunda-ordem será implementada conforme apresentado por 
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Fusco (1981), aonde o diagrama tensão-deformação do concreto sofre um 
ajuste devido à fluência. Esse ajuste no diagrama tensão-deformação 
reflete na construção do diagrama normal-momento-curvatura, 
modificando diretamente o valor de rigidez obtida. Este método é previsto 
no Eurocódigo 2. Para a distinção entre a duração dos carregamentos, já 
que somente as cargas de longa duração causam a fluência, será utilizado 
o coeficiente efetivo de fluência 𝜑𝑒𝑓. 
A NBR 6118:2014 sugere uma formulação aproximada que 
representa a fluência como uma excentricidade adicional 𝑒𝑐𝑐, que é 
somada às excentricidades de primeira e segunda ordem para a obtenção 
dos momentos finais. Esta excentricidade adicional equivalente de 
fluência será utilizada juntamente com métodos aproximados baseados no 
pilar padrão para o cálculo dos efeitos de segunda ordem, também 
previstos na norma brasileira. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
 
2 FUNDAMENTOS DE VERIFICAÇÃO E DIMENSIONAMENTO 
DE PILARES 
 
2.1 Flexão composta 
 
 Uma seção transversal de um elemento linear está sob flexão 
composta quando sobre essa seção atuam momentos fletores juntamente 
a uma carga normal, na direção do eixo longitudinal da peça (Figura 01). 
É nesta condição de carregamento que se encontram os pilares de uma 
estrutura.  
 
 
Figura 1– Elemento sob flexão composta 
 
 Se o plano de atuação da resultante desses momentos fletores for 
perpendicular a pelo menos um eixo de simetria da seção, diz-se que essa 
flexão composta é normal. Caso não exista essa relação, a flexão 
composta é oblíqua (Figura 02). 
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Figura 2 – Flexão composta normal e oblíqua. 
 
2.1.1 Hipóteses de cálculo 
 
Neste trabalho admitem-se as seguintes hipóteses no cálculo de 
elementos lineares sujeitos à solicitações normais no Estado Limite 
Último: 
 
 As seções transversais permanecem planas durante a 
deformação do elemento até o estado limite último. As 
deformações são proporcionais à sua distância até a linha 
neutra da seção em cada ponto; 
 
 A solidariedade dos materiais envolvidos (aço e concreto) é 
considerada perfeita. A deformação específica de uma barra 
de aço é exatamente igual a deformação específica do 
concreto que a envolve; 
 
 As tensões de tração normais à seção transversal são 
consideradas nulas no concreto. Somente o aço resiste a 
essas tensões;  
 
 A ruína da seção transversal é admitida quando o aço, o 
concreto ou ambos atingem suas deformações específicas 
últimas; 
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 Para os valores de deformação específica do concreto no 
estado limite último, adotam-se os seguintes valores (para 
concretos de classe até C50): 
 
 𝜀𝐶2 = 2,0‰ – no início do patamar plástico 
(seções totalmente comprimidas). 
 𝜀𝑐𝑢 = 3,5‰ – na ruptura (seções sob flexão). 
 
 A deformação última de alongamento da armadura 
tracionada é admitida como sendo 𝜀𝑐𝑢 = 10,0‰;  
 
 A distribuição de tensões no concreto segue o modelo do 
diagrama parábola-retângulo proposto no item 8.2.10.1 da 
NBR 6118:2014, (Figura 03). 
 
 
Figura 3 – Diagrama de tensões-deformação do concreto. 
 
 As tensões no aço são obtidas pelo diagrama: 
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Figura 4 – Diagrama de tensões do aço. 
 
2.2 Pilares de concreto armado 
 
 Segundo definição da NBR 6118:2014, que trata dos projetos de 
concreto armado, pilares são “Elementos lineares de eixo reto, 
usualmente dispostos na vertical, em que as forças normais de 
compressão são preponderantes”. São peças de grande importância no 
arranjo estrutural já que recebem as cargas acumuladas dos pavimentos e 
transmitem finalmente às fundações. São responsáveis pelo suporte e 
estabilidade de toda a construção.  
 O dimensionamento de pilares é uma tarefa complexa. Essas 
peças são sujeitas à flexão composta e a fenômenos de instabilidade como 
a flambagem e a efeitos cumulativos de 2° ordem.  A NBR 6118 ainda 
exige que pilares muito esbeltos sejam dimensionados considerando-se o 
fenômeno da fluência, que também caracteriza o comportamento não-
linear do concreto armado e soma-se à complexidade do processo de 
cálculo.  
 Para pilares considerados pouco esbeltos, os cálculos de 
resistência e armadura podem ser feitos através de processos 
aproximados. Esses métodos simplificam o cálculo nos casos que 
dispensam uma maior precisão. Para pilares mais esbeltos é exigido por 
norma a utilização do método geral, considerando mais rigidamente a 
relação entre as tensões e deformações da peça. 
  
31 
 
 
 
2.3 Efeitos de segunda ordem em pilares de concreto armado 
 
 Ao avaliar o carregamento de uma peça de concreto armado 
(nesse caso mais especificamente um pilar), levantamos e quantificamos 
as ações atuantes, calculamos a resposta interna da peça (esforços 
internos) com base na condição de carregamento e por fim conferimos se 
a resistência da peça é compatível e se as deformações e as condições 
finais são aceitáveis e estáveis. Neste processo, as relações entre tensões 
e deformações são lineares, tanto geométrica quanto fisicamente 
(CARVALHO, PINHEIRO. 2009). Porém, sob a carga vertical, as 
deformações oriundas dessas ações iniciais podem produzir momentos 
secundários, que por sua vez causarão mais deformações (JING, JINXIN. 
2013). Essa mudança leva a uma segunda análise da peça, agora 
considerando a nova configuração de carregamento. A esse novo estudo 
se dá o nome de Teoria de Segunda Ordem, e os efeitos considerados são 
os Efeitos de Segunda Ordem. 
 Diferentemente da análise de primeira ordem, na análise de 
segunda ordem as relações entre tensão e deformação não são lineares. 
Essa relação não-linear pode ser dividida em não-linearidade física e não-
linearidade geométrica. A primeira se deve ao caráter heterogêneo do 
material concreto armado (concreto + aço) e aos fenômenos da fissuração 
e da fluência. A segunda é consequência da influência do estado de 
deformações sobre as tensões finais. Ambas devem ser levadas em 
consideração, seja por métodos aproximados e simplificações ou por 
métodos mais rigorosos. 
Na análise estrutural de segunda ordem deve-se assegurar tanto a 
estabilidade da peça quanto a capacidade resistente da seção, sempre 
levando em conta as combinações menos favoráveis de ações. 
 
2.3.1 Índice de esbeltez 
 
 O índice de esbeltez é uma grandeza que expressa a relação entre 
as dimensões de uma seção transversal com a sua altura e condições de 
apoio nas extremidades. Esse índice é representado pela letra 𝜆 e, para 
seções simétricas, é definido por: 
 
𝜆 =
𝑙𝑒
𝑖
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 le – comprimento de flambagem;  
 𝑖 – raio de giração – i = √
I
A
 
  𝐼 – momento de inércia; 
 𝐴 – área da seção transversal. 
 
Para o caso de pilares engastados na base e livres no topo, o valor 
do comprimento de flambagem 𝑙𝑒 deve ser igual ao dobro do 
comprimento total da peça, ou seja, 2 ∙ 𝑙. Para os demais casos, adota-se 
o prescrito no item 15.6 da norma.  
 
2.3.2 Índice de esbeltez limite  
 
A norma NBR 6118:2014, no seu item 15.8.2, estabelece um índice 
de esbeltez limite (𝜆1), abaixo do qual fica dispensada a consideração dos 
esforços locais de segunda ordem. Essa determinação parte do princípio 
que esta dispensa pode ser feita quando a magnitude dos efeitos de 
segunda ordem é inferior a 10% da resposta total da peça. A esbeltez 
limite é calculada conforme a formulação: 
 
35 ≤  λ1 =
25 + 12,5 ∙
𝑒1
ℎ⁄
𝛼𝑏
≤ 90 
 
O coeficiente 𝛼𝑏 depende da vinculação nos extremos do pilar e da 
forma do diagrama de momentos fletores: 
 
a) Para pilares biapoiados e sem cargas transversais: 
 
 
0,4 ≤ 𝛼𝑏 = 0,6 + 0,4
𝑀𝐵
𝑀𝐴
≤ 1,0 
 
 𝑀𝐴 é o maior valor absoluto de momento fletor ao longo do pilar, 
e 𝑀𝐵 é o momento na outra extremidade, com sinal positivo se atuar com 
tração na mesma face que 𝑀𝐴 e sinal negativo se o contrário.  
 
b) Para pilares engastados: 
 
33 
 
 
 
0.85 ≤ 𝛼𝑏 = 0,8 + 0,2
𝑀𝐶
𝑀𝐴
≤ 1,0 
 
Sendo 𝑀𝐴 o momento no engaste e 𝑀𝐶 o momento no 
meio do pilar. 
 
c) Para pilares com momentos inferiores ao momento mínimo 
ou pilares biapoiados com cargas transversais significativas: 
 
𝛼𝑏 = 1,0 
 
Segundo Kimura (2013), esse calculo do índice de esbeltez limite 
foi introduzido na versão de 2003 da norma e é uma das grandes melhorias 
nessa área em relação a versão anterior, de 1980, que fixava seu valor em 
40. 
 
2.3.3 Classificação dos pilares pelo índice de esbeltez 
 
 De acordo com o que preconiza a NBR 6118:2014, a maneira 
como é abordado o dimensionamento de pilares de concreto armado 
depende diretamente do índice de esbeltez (𝜆) da peça. Para uma melhor 
compreensão do assunto, será adotada a classificação sugerida por 
Carvalho e Pinheiro (2009). Apesar da norma não fazer menção a essa 
classificação, esses autores separam os pilares conforme o índice de 
esbeltez em pilares curtos, medianamente esbeltos, esbeltos e muito 
esbeltos. 
 
 Pilares curtos – λ <  λ1 (com λ1 ≤  90); 
 
 Pilares medianamente esbeltos – λ1 < λ ≤ 90; 
 
 Pilares esbeltos - 90 < λ ≤ 140; 
 
 Pilares muito esbeltos - 140 < λ ≤ 200; 
 
A NBR 6118:2014 não permite valores de 𝜆 acima de 𝜆 = 200. 
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A partir dessa classificação, Carvalho e Pinheiro (2009) seguem 
com o seguinte resumo de limitações para cada faixa de índice de 
esbeltez: 
 
 Pilares curtos – Os efeitos locais de segunda ordem podem 
ser ignorados.  
 
 Pilares medianamente esbeltos – A análise dos efeitos 
locais de segunda ordem pode ser feita pelos métodos 
aproximados baseados no modelo do pilar-padrão. 
 
 Pilares esbeltos – A análise dos efeitos de segunda ordem 
pode ser feita utilizando o método do pilar-pilar padrão com 
curvatura real acoplado a diagramas NxMx1/r. A 
consideração da fluência passa a ser obrigatória no 
dimensionamento. 
 
 Pilares muito esbeltos – A análise dos efeitos de segunda 
ordem deve ser feita obrigatoriamente pelo método geral. A 
consideração da fluência é obrigatória. 
 
Lembrando que o método geral pode ser aplicado em todos os 
casos de esbeltez descritos acima. 
 
2.3.4 Imperfeições geométricas locais 
 
As imperfeições de geometria na execução de um pilar de concreto 
são inevitáveis e inerentes ao processo construtivo. Apesar dos 
coeficientes de segurança cobrirem algumas dessas imperfeições, isso não 
se aplica aos desvios de eixo longitudinal da peça, que devem ser 
considerados durante o cálculo no ELU. Portanto, na verificação de um 
lance de pilar, o efeito do desaprumo ou da falta de retilinidade do eixo 
longitudinal do pilar devem ser considerados. 
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Figura 5 – Desaprumo e falta de retilineidade. Fonte: ABNT, 2014 
(modificado). 
Nos casos usuais, é suficiente a consideração somente da falta de 
retilineidade. Neste caso, a excentricidade acidental pode ser calculada 
pela expressão: 
 
𝑒𝑎 = 𝜃1 ∙ (
𝑙
2
) 
𝜃𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝜃1 =
1
100 ∙ √𝑙
≤ 𝜃𝑚𝑎𝑥 
 
𝜃𝑚𝑖𝑛 = 1 300⁄  
𝜃𝑚𝑎𝑥 = 1 200⁄  
 
 𝑒𝑎 – excentricidade adicional; 
 𝑙 – comprimento do lance de pilar; 
 𝜃1 – desaprumo de um elemento vertical contínuo. 
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2.3.5 Consideração do momento mínimo 
 
Em estruturas reticuladas, o efeito das imperfeições locais pode ser 
substituído pela consideração do momento mínimo de primeira ordem 
dado pela expressão: 
𝑀1𝑑,𝑚𝑖𝑛 = 𝑁𝑆𝑑 ∙ (0,015 + 0,03 ∙ ℎ) 
 
Admite-se que a consideração das imperfeições locais esteja 
atendida quando for respeitado esse valor de momento total mínimo. 
Soma-se a este momento os valores de momento de segunda ordem.  
 
2.4 Cálculo dos efeitos de segunda ordem 
 
A NBR 6118:2014 permite o uso de métodos simplificados para o 
cálculo dos efeitos de segunda ordem em pilares de concreto armado. 
Porém, seu uso é limitado a casos mais comuns de pilares medianamente 
esbeltos (𝜆 ≤  90), seção constante e armadura simétrica e também 
constante longitudinalmente. Esses métodos se baseiam na teoria do pilar-
padrão, que simplifica a não-linearidade geométrica admitindo uma 
deformada da barra com formato senoidal, e aproximam a não-linearidade 
física através de expressões de rigidez ou curvatura. Os métodos mais 
conhecidos são o Método do pilar-padrão com curvatura aproximada 
e o Método do pilar-padrão com rigidez 𝜿 aproximada. Essas soluções 
são bastante atraentes do ponto de vista prático, porém subestimam a 
capacidade de suporte da peça, além de limitarem o dimensionamento à 
seções comuns. Outra limitação é a falta de verificação quanto a 
instabilidade local, não coberta por esses métodos. Neste trabalho, apenas 
o método do pilar-padrão com rigidez 𝜅 aproximada será abordado. 
 
2.4.1 Método do pilar-padrão com rigidez 𝜿 aproximada 
 
Este método é apresentado no item 15.8.3.3.3 da NBR 6118:2014. 
Pode ser aplicado em pilares medianamente esbeltos (𝜆 ≤ 90) com seção 
constante e armadura simétrica e constante ao longo do seu eixo 
longitudinal. Considera as não-linearidades da seguinte forma: 
 
 Não-linearidade geométrica – a deformação da barra é 
considerada de forma aproximada, supondo sempre 
formato senoidal. 
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 Não-linearidade física – considerada através de uma 
expressão aproximada da rigidez, deduzida por França 
(1991). 
 
O momento total máximo no lance de pilar (1° ordem + 2° 
ordem) é dado por: 
 
𝑀𝑆𝑑,𝑡𝑜𝑡 =
𝛼𝑏 ∙ 𝑀𝑆1𝑑𝐴
1 −
𝜆2
120 ∙
𝜅𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥
𝜈
 
Aonde: 
𝜅𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥 = 32 ∙ (1 + 5 ∙
𝑀𝑆𝑑,𝑡𝑜𝑡
ℎ ∙ 𝑁𝑆𝑑
) ∙ 𝜈 
 
𝜈 =
𝑁𝑆𝑑
𝐹𝑐𝑑 ∙ 𝑏𝑤 ∙ ℎ
 
 
Nota-se que as expressões para 𝑀𝑆𝑑,𝑡𝑜𝑡 e 𝜅𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥 são 
interdependentes. Portanto, seria necessário um processo iterativo até a 
convergência do resultado de momento final. Porém, à recente NBR 
6118:2014 foi introduzida a formulação que obtém o resultado de forma 
direta, sendo: 
 
𝐴 ∙ 𝑀𝑆𝑑,𝑡𝑜𝑡
2 + 𝐵 ∙ 𝑀𝑆𝑑,𝑡𝑜𝑡 + 𝐶 = 0 
Com: 
 
𝐴 = 5 ∙ ℎ 
𝐵 = ℎ2 ∙ 𝑁𝑆𝑑 −
𝑁𝑆𝑑 ∙ 𝑙𝑒
2
320
− 5 ∙ ℎ ∙ 𝛼𝑏 ∙ 𝑀𝑆1𝑑𝐴 
 
𝐶 = −𝑁𝑆𝑑 ∙ ℎ
2 ∙ 𝛼𝑏 ∙ 𝑀𝑆1𝑑𝐴 
 
O momento total final é obtido por: 
 
𝑀𝑆𝑑𝑡,𝑜𝑡 =
−𝐵 + √𝐵2 − 4 ∙ 𝐴 ∙ 𝐶
2 ∙ 𝐴
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2.4.2 Método do pilar-padrão acoplado a diagramas N-M-1/r 
 
Este método é semelhante ao método anterior, mas com a 
consideração da não-linearidade física de forma mais rigorosa, e pode ser 
utilizado para pilares esbeltos (𝜆 ≤ 140). 
 Não-linearidade geométrica – a deformação da barra é 
considerada de forma aproximada, supondo sempre 
formato senoidal. 
 
 Não-linearidade física – considerada através da rigidez 
secante adimensional 𝜅𝑠𝑒𝑐 obtida com o diagrama N-M-
1/r correspondente da seção analisada. 
 
A formulação a rigidez secante é apresentada como na seção 15.3.1 
da norma brasileira, e é dada por: 
 
𝜅𝑠𝑒𝑐 =
𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐
𝐴𝑐 ∙ ℎ2 ∙ 𝑓𝑐𝑑
 
 
A parcela 𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐 é obtida diretamente do gráfico N-M-1/r, que será 
apresentado com mais detalhes na seção 3.4.3 deste trabalho. A obtenção 
do valor de momentos totais finais 𝑀𝑆𝑑𝑡,𝑜𝑡 é feita de forma semelhante ao 
método apresentado anteriormente, mas com a substituição de 𝜅𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥 por 
𝜅𝑠𝑒𝑐. Caso seja utilizada a formulação de segurança com consideração do 
coeficiente 𝛾𝑓3 na confecção do diagrama N-M-1/r, deve-se incluir este 
coeficiente também na formulação. 
  
𝑀𝑆𝑑,𝑡𝑜𝑡 =
𝛼𝑏 ∙ 𝑀𝑆1𝑑𝐴
1 −
𝜆2
120 ∙
𝜅𝑠𝑒𝑐
𝜈
 
 
É importante notar que, como este método precisa do diagrama 
momento-curvatura, é necessário que a armadura da seção seja 
previamente conhecida. 
 
2.4.3 Método Geral 
 
A NBR 6118:2014 descreve o método geral de forma bastante 
sucinta. “Consiste na análise não-linear de segunda ordem efetuada com 
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discretização adequada da barra, consideração da relação momento-
curvatura real em cada seção, e consideração  da não-linearidade 
geométrica de maneira não aproximada.” (ABNT, 2014). Sem maiores 
detalhes sobre formulações ou métodos de aplicação, nessa única frase a 
norma delimita alguns critérios que o método geral precisa atender: 
 
 Discretização adequada da barra; 
 
 Relação momento-curvatura real em cada seção (não-
linearidade física); 
 
 Não-linearidade geométrica de maneira não-aproximada. 
 
Segundo Ribeiro (2011), o cálculo do comportamento não-linear 
envolve métodos iterativos, aonde a solução só pode ser obtida por meio 
de aproximações sucessivas. De fato, a utilização do método geral 
envolve um processo mais refinado em relação aos métodos aproximados. 
O pilar primeiramente é dividido ao longo de seu comprimento em um 
número adequado de segmentos. Esses segmentos podem ter 
características diferentes representando, por exemplo, mudanças de seção 
ou configuração de armadura. O cálculo da resposta de cada segmento é 
feito individualmente. A não-linearidade física é admitida com a 
construção do diagrama momento-curvatura da seção e a obtenção da 
rigidez. Já a não-linearidade geométrica é alcançada através do 
incremento nos momentos solicitantes iniciais em cada repetição do 
cálculo dos deslocamentos. 
A precisão e abrangência do método geral tem o custo da 
complexidade. A poucos anos atrás, este procedimento era quase 
totalmente restrito aos meios acadêmicos. Na prática profissional, 
geralmente é utilizado na verificação de casos específicos, quando não é 
possível a utilização dos processos aproximados. Porém, com o avanço 
na capacidade de processamento dos computadores atuais e com a 
aproximação dos engenheiros com ferramentas de cálculo e até com 
linguagem de programação, o método geral tem se tornado mais acessível 
e cada vez mais atraente em detrimento dos métodos simplificados. 
Apesar de ser obrigatório para pilares com índice de esbeltez 
acima de 140, o método geral pode ser aplicado para qualquer situação, e 
não possui restrição quanto a continuidade de seção ou configuração de 
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armadura ao longo do comprimento da peça. Além disso, detecta também 
a instabilidade da peça, que não é detectada pelos métodos simplificados. 
Isso é feito analisando-se a convergência dos resultados dos processos 
iterativos. 
 
2.4.4 Relação momento-curvatura 
 
O efeito da não linearidade física pode ser considerado através da 
construção do gráfico da relação momento-curvatura. Através dele, 
extraímos o valor de rigidez (𝐸 · 𝐼) para ser utilizado nos cálculos de 
deslocamento do pilar. O gráfico representa o comportamento da seção 
conforme o momento aplicado, considerando a deformação real do 
concreto e do aço, e é construído para determinado valor de esforço 
normal atuante. Por isso, é chamado de Diagrama Normal-Momento-
Curvatura (N-M-1/r). 
 
Figura 6 – Relação momento-curvatura. Fonte: ABNT,2014 (modificado) 
 
 A curva AB, construída com 1,10𝑓𝑐𝑑, é utilizada no cálculo das 
deformações. Já a curva tracejada, construída com 0,85𝑓𝑐𝑑, é utilizada 
para a definição do momento resistente 𝑀𝑅𝑑 respectivo ao esforço normal 
𝑁𝑅𝑑.  
 A favor da segurança, pode-se adotar a rigidez secante 𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐 
obtida pela linearização da curva AB. Nos casos de flexão composta 
oblíqua, para se utilizar a análise simplificada considerando a situação de 
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projeto como duas flexões compostas normais atuando separadamente, 
deve-se sempre adotar esta linearização. 
A construção do gráfico momento-curvatura, etapa fundamental 
para a aplicação do método geral, por si só já é um processo trabalhoso e 
complexo. Envolve uma série de cálculos iterativos e de aproximações 
sucessivas para cada valor de curvatura. Faze-lo de forma manual 
demanda tempo e trabalho demais. Contudo, é possível automatizar esse 
processo através de planilhas eletrônicas e programação de softwares, 
tornando-o mais acessível. 
 
2.4.5 Formulação de segurança 
  
A NBR 6118:2014 permite o uso da chamada “formulação de 
segurança” no cálculo dos efeitos de 2° ordem. Esta formulação consiste 
em utilizar as cargas majoradas por 𝛾𝑓/𝛾𝑓3, com 𝛾𝑓3 = 1,10, ao invés de 
𝛾𝑓, na obtenção dos valores finais de momento atuante. Posteriormente, 
essas ações são novamente majoradas por 𝛾𝑓3. 
 
2.4.5.1 Coeficientes de ponderação das ações 
  
No item 11.7 da NBR 6118:2014 fica determinado que as ações 
utilizadas nos cálculos da estrutura devem ser majoradas pelo coeficiente 
de ponderação 𝛾𝑓. Este coeficiente é produto de três outros coeficientes, 
cada um com sua função, e que podem ser ajustados conforme as 
peculiaridades de cada projeto. O coeficiente é dado por: 
 
𝛾𝑓 = 𝛾𝑓1 ∙ 𝛾𝑓2 ∙ 𝛾𝑓3 
 
Aonde: 
 
 γf1 – variabilidade das ações. Leva em conta que a carga 
aplicada à estrutura real não é exata. 
 
  γf2 – simultaneidade das ações. Leva em conta a 
probabilidade da ocorrência simultânea de diferentes ações. 
 
 γf3 – aproximações de projeto. Considera as aproximações 
e simplificações adotadas na análise e dimensionamento 
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estrutural, que causa desvios em relação aos resultados 
reais. 
 
Esses coeficientes são dados pelas Tabelas 11.1 e 11.2 da NBR 
6118:2014. No cálculo para o Estado Limite Último (ELU), o valor 
comum para o coeficiente de ponderação é 𝛾𝑓 = 1,4, e será este o valor 
utilizado nas análises deste trabalho. 
 
2.4.5.2 Aplicação da formulação de segurança  
 
A NBR 6118:2014 (ABNT, 2014), no item 15.3.1 sobre “Relação 
momento-curvatura”, descreve que “Pode ser considerada também a 
formulação de segurança em que se calculam os efeitos de 2ª ordem das 
cargas majoradas de 𝛾𝑓/𝛾𝑓3, que posteriormente são majoradas de 𝛾𝑓3, 
com 𝛾𝑓3 = 1,10 [...]”. Como vimos anteriormente, a parcela 𝛾𝑓3 do 
coeficiente de ponderação das ações representa as aproximações adotadas 
no projeto de estruturas, especialmente do ponto de vista das solicitações 
(CARVALHO; FIGUEIREDO FILHO. 2014). O que a norma permite é 
que se retire esta parcela do coeficiente total, se utilize este coeficiente 
menor nos cálculos não-lineares, para só então “devolver” a parcela no 
resultado final de momentos. Essa abordagem gera resultados menores de 
momentos atuantes e deslocamentos, consequentemente gerando um 
dimensionamento mais econômico. Isso se deve ao efeito cumulativo 
dessa diferença nos processos iterativos, tanto na construção da relação 
momento-curvatura quanto no carregamento da estrutura e obtenção das 
respostas.  
No gráfico de N-M-1/r, a utilização desta formulação se dá na 
construção do gráfico relativo a 1,10 ∙ 𝑓𝑐𝑑, utilizando-se a força normal 
atuante 𝑁𝑅𝑑 𝛾𝑓3⁄ . O momento atuante a ser utilizado para determinar a 
rigidez será, então, 𝑀𝑅𝑑 𝛾𝑓3⁄ . É importante destacar que o momento 
resistente último, para fins de cálculo, continua sendo o 𝑀𝑅𝑑. Estas 
considerações estão ilustradas na Figura 07, presente no item 15.3.1 da 
NBR 6118:2014. 
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Figura 7 – Diferença entre as obtenções de rigidez. 
 
A formulação de segurança tem influencia também na aplicação da 
analogia de Mohr, na obtenção dos esforços de 2° ordem. O processo de 
iterações se inicia utilizando o esforço normal 𝑁𝑅𝑑 𝛾𝑓3⁄ . Ao final, com a 
convergência dos resultados e o equilíbrio do pilar, os momentos finais 
são majorados novamente por 𝛾𝑓3.  
  
  
  
  
 
 
3 CONSIDERAÇÃO DA FLUÊNCIA 
 
A fluência é um fenômeno que ocorre no concreto solicitado por 
cargas de longa duração, aonde surgem deformações adicionais ao longo 
do tempo sem aumento de tensão. A norma brasileira considera a fluência 
através do coeficiente de fluência φ(t∞, to). Nos casos correntes, aonde 
não é necessária grande precisão, os valores de φ(t∞, to) podem ser 
extraídos por interpolação linear dos valores da Tabela 8.2 da NBR 
6118:2014, aqui apresentados na Tabela 1, desde que as tensões não 
ultrapassem 0,5 ∙ fc quando do primeiro carregamento. 
Valores mais específicos de coeficiente de fluência podem ser 
calculados conforme o Anexo A da NBR 6118:2014. 
 
Tabela 1 – Valores característicos de deformação específica de retração εcs e de 
coeficiente de fluência φ. Fonte: ABNT, 2014. 
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A NBR 6118:2014 determina que, no caso de pilares de concreto 
armado, a inclusão da fluência no cálculo dos efeitos de segunda ordem 
só é obrigatória para pilares com esbeltez maior que 90 (λ > 90). Já no 
Eurocode 2 (EN 1992:2004), que trata sobre projeto de estruturas de 
concreto na europa, os critérios para a consideração da fluência são mais 
rigorosos. Em seu item 5.8.4 (4), a norma europeia permite a dispensa da 
consideração dos efeitos da deformação lenta somente quando se atende 
os três critérios a seguir: 
 
 𝜆 ≤ 75 
 𝜑 ≤ 2 
 𝑒1 ≥ ℎ 
 
Além de adotar um limite menor de esbeltez em relação à norma 
brasileira, o EN 1992:2004 ainda leva em conta um limite para o 
coeficiente de fluência e para a excentricidade mínima. Como se verá nos 
itens seguintes, a norma europeia também prevê o uso do método mais 
rigoroso da consideração da fluência pelo ajuste do diagrama tensão-
deformação, o que não acontece na norma brasileira. 
 
3.1 Método aproximado da excentricidade adicional 
 
A NBR 6118:2014 permite a consideração da fluência em pilares 
de forma aproximada através da excentricidade adicional 𝑒𝑐𝑐, dada por: 
 
𝑒𝑐𝑐 = (
𝑀𝑠𝑔
𝑁𝑠𝑔
+ 𝑒𝑎)(2,718
𝜑𝑁𝑠𝑔
𝑁𝑒−𝑁𝑠𝑔 − 1) 
𝑁𝑒 =
10𝐸𝑐𝑖𝐼𝑐
𝑙𝑒2
 
 Onde: 
 
 ea – excentricidade devida a imperfeições locais; 
 Msg e Nsg – esforços solicitantes da combinação quase 
permanente; 
 φ – coeficiente de fluência; 
 Eci - módulo de elasticidade ou módulo de deformação 
tangente inicial do concreto; 
 Ic – momento de inércia da seção do concreto; 
 le – comprimento equivalente do elemento comprimido. 
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Esta excentricidade é adicionada à excentricidade total, como um 
efeito imediato.  
 
3.2 Método do ajuste do diagrama tensão-deformação 
 
Um método mais rigoroso para a consideração da fluência é 
apresentado por Fusco (1981). Nele, como as tensões no concreto são 
suficientemente baixas, é usada a teoria linear da fluência, na qual é 
admitida uma função 𝜑 de fluência independente da tensão aplicada. 
Sendo assim, a deformação 𝜀𝑐𝑐 causada pela fluência é obtida 
multiplicando-se a deformação imediata do concreto 𝜀𝑐 pela função 𝜑.  
Portanto: 
𝜀𝑐 =
𝜎𝑐
𝐸𝑐
 
 
𝜀𝑐𝑐 = 𝜑𝜀𝑐 
 
𝜀𝑐,𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝜀𝑐 + 𝜀𝑐𝑐  ou  𝜀𝑐,𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = (1 + 𝜑)𝜀𝑐 = (1 + 𝜑)
𝜎𝑐
𝐸𝑐
 
 Sendo: 
 
 𝜎𝑐 – tensão de compressão no concreto; 
 𝐸𝑐 – módulo de deformação do concreto; 
 𝜀𝑐,𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 – deformação total do concreto. 
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Figura 8 – Fluência no diagrama tensão-deformação. Fonte: FUSCO (1981) 
(modificado) 
Com a consideração da fluência desta forma, o diagrama de tensão-
deformação do concreto sofre um deslocamento horizontal, paralelo ao 
eixo de 𝜀𝑐, de razão 𝜑, conforme Figura 09. Pode-se, então, obter o 
diagrama N-M-1/r relativo a este novo comportamento do concreto. As 
curvaturas são dadas por: 
 
(
1
𝑟
)
𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
=
𝜀𝑠 + 𝜀𝑐,𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝑑
 ⇒  (
1
𝑟
)
𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
=
𝜀𝑠 + (1 + 𝜑)𝜀𝑐
𝑑
 
 
Com posse do diagrama N-M-1/r modificado, é possível seguir 
com os cálculos de efeitos de 2° ordem normalmente, através do método 
geral. Este método não é citado na NBR 6118:2014, mas é previsto no 
item 5.8.6 (4) da EN 1992:2004. 
Na prática, geralmente o carregamento aplicado às estruturas 
possui uma parcela de curta duração e a outra de longa duração. Somente 
esta última, derivada das chamadas “cargas permanentes” ou “quase 
permanentes”, é que causa o efeito de fluência. Então, como levar esta 
separação em conta? Analisar rigorosamente a diferença entre essas 
parcelas implica em considerar o histórico de carregamento e aplicar 
diagramas de N-M-1/r diferentes para cada parcela, um com 𝜑 = 0 e 
outro com 𝜑 ≠ 0. Para simplificar o problema, Fusco (1981) sugere 
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realizar o cálculo como se toda a carga fosse de longa duração, porém 
utilizando o coeficiente de fluência efetivo 𝜑𝑒𝑓, dado por: 
 
𝜑𝑒𝑓 = 𝛼 ∙ 𝛽 ∙ 𝜑 
 
Onde: 
 
 𝛼 – fração da força normal que produz fluência; 
 𝛽 – fração do momento fletor de 1° ordem que produz 
fluência; 
 
O Eurocode 2 adota 𝜑𝑒𝑓 conforme a seguir: 
 
𝜑𝑒𝑓 = 𝜑 ∙
𝑀0𝐸𝑞𝑝
𝑀0𝐸𝑑
 
 
Onde: 
 
 M0Eqp – momento de 1° ordem devido à combinação quase 
permanente (ELS); 
 M0Ed – momento de 1° ordem de cálculo (ELU). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
 
4 DESENVOLVIMENTO DA PLANILHA ELETRÔNICA 
 
4.1 Construção do diagrama Normal-Momento-Curvatura 
 
A metodologia de construção do gráfico N-M-1/r pode variar 
conforme a bibliografia consultada, mas o fundamento é basicamente o 
mesmo (RIBEIRO, 2011). Para este trabalho foi produzida uma planilha 
eletrônica para efetuar os cálculos utilizando o método geral e, como parte 
dele, foi necessário implementar a confecção do gráfico Normal-
Momento-Curvatura. O processo utilizado foi o mesmo descrito por 
Ribeiro (2011), e segue conforme as etapas abaixo.  
 
1. Inicia-se adotando uma curvatura inicial adimensional 
𝜃 = 0; 
 
2. arbitra-se a profundidade da linha neutra (𝑥) 
inicialmente como 𝑥 = 0. Nas demais etapas, 𝑥 = 𝑥 +
𝛥𝑥; 
 
3. calcula-se as deformações no concreto (𝜀𝑐), no aço da 
armadura inferior(𝜀𝑠𝑖), no aço da armadura superior(𝜀𝑠𝑠) 
e na seção transversal (𝜀3ℎ/7) pelas expressões da Tabela 
2, considerando os dados da Figura 10; 
 
4. calcula-se as resultantes no concreto (𝑅𝑐𝑐) pelas 
expressões da Tabela 4, e no aço da armadura inferior 
(𝑅𝑠𝑖) e superior (𝑅𝑠𝑠) pelas expressões da Tabela 3; 
 
5. faz-se o somatório das forças resultantes para encontrar 
o valor do esforço normal atuante (𝑁𝑎𝑡𝑢𝑎𝑛𝑡𝑒): 
𝑁𝑎𝑡𝑢𝑎𝑛𝑡𝑒 = 𝑅𝑐𝑐 + 𝑅𝑠𝑖 + 𝑅𝑠𝑠; 
 
6. verifica-se se esse somatório corresponde ao valor de 𝑁𝑑 
(𝑁𝑎𝑡𝑢𝑎𝑛𝑡𝑒 = 𝑁𝑑). Caso contrário, adota-se um novo 
valor para a profundidade da linha neutra (𝑥 = 𝑥 + 𝛥𝑥) 
e repete-se o processo a partir do item 3; 
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7. quando verificada a igualdade (𝑁𝑎𝑡𝑢𝑎𝑛𝑡𝑒 = 𝑁𝑑), calcula-
se a distância entre a força resultante no concreto e o 
centroide da seção transversal (Zg) pelas expressões da 
Tabela 4; 
 
8. determina-se o momento atuante: 
 
𝑀 = 𝑅𝑠𝑖 (
ℎ
2
− 𝑑𝑖) + 𝑅𝑠𝑠 (
ℎ
2
− 𝑑𝑠) + 𝑅𝑐𝑐 (
ℎ
2
− 𝑍𝑔) 
 
9. repete-se o processo para os demais valores de curvatura 
θ, adotando θ = θ + Δ θ. 
 
Destaca-se que foi adotada a forma adimensional da curvatura (𝜃) 
ao invés de seu valor normal (1 𝑟⁄ ). Esse formato trabalha com uma escala 
de valores mais fácil de ser lida e implementada na tabela e no gráfico, e 
é obtido por: 
 
𝜃 = 1000 ∙ ℎ ∙
1
𝑟
 
 
A construção do gráfico é feita duas vezes. A primeira é feita para 
a tensão atuante no concreto (𝜎𝑐𝑑) igual a 0,85 · 𝑓𝑐𝑑, com a intenção de 
obter-se o momento resistente último da seção quando as deformações no 
aço ou no concreto ultrapassam seus respectivos valores limites. A 
segunda curva é então construída para 1,10 · 𝑓𝑐𝑑, seguindo o mesmo 
processo já apresentado, para a obtenção da relação momento-curvatura 
e da rigidez a serem adotadas nos cálculos seguintes. Esse valor de 𝜎𝑐𝑑, 
cerca de 30% mais alto em relação ao 0,85 · 𝑓𝑐𝑑 (0,85 · 1,3 ≈ 1,10), vem 
da necessidade de se usar um valor representativo de toda a peça no 
cálculo dos deslocamentos. Como explica Kimura (2010), considerar que, 
no momento da perda de estabilidade, todas as seções estarão atingindo o 
esgotamento da capacidade resistente simultaneamente seria exagero. 
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Figura 9 - Seção retangular com armadura distribuída em duas faces. Fonte: 
RIBEIRO, 2011 (modificado) 
 
Figura 10 – Deformações na seção transversal. Fonte: RIBEIRO,2011. 
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Tabela 2 – Fórmulas para cálculo das deformações na seção transversal. Fonte: 
RIBEIRO, 2011. 
 
 
Tabela 3 – Fórmulas para cálculo das forças resultantes no aço. Fonte: 
RIBEIRO, 2011. 
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Tabela 4 – Fórmulas para cálculo das forças resultantes no concreto. Fonte: 
RIBEIRO, 2011. 
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Figura 11 – Fluxograma de cálculo do diagrama momento-curvatura. Fonte: 
RIBEIRO (2011). 
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Finalmente, a determinação do valor da rigidez se dá pela 
inclinação da reta que liga a origem ao ponto aonde a curva de 1,10 · 𝑓𝑐𝑑 
cruza a linha horizontal relativa ao momento a qual a seção analisada está 
submetida (Figura 13). Portanto, para cada trecho do pilar há um valor de 
rigidez atribuído, de acordo com o momento atuante. Esta consideração 
rigorosa e de aplicação trabalhosa é necessária ao Método Geral e resulta 
em um dimensionamento mais econômico, porém mais enxuto. Uma 
alternativa de aplicação mais simples pode ser a utilização da rigidez 
secante 𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐 como uma rigidez representativa única de todo o pilar, 
conforme apresentado no item 2.4.4. 
 
Figura 12 – Consideração de diferentes valores de rigidez. 
Com essa metodologia foi produzida a primeira parte da planilha, 
dedicada a construir o diagrama N-M-1/r. Na Figura 14 é apresentado a 
parte de entrada de dados com uma pré-visualização do diagrama e o 
início da tabela de cálculo. Na Figura 15 está a seção com o diagrama 
finalizado. 
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Figura 13 – Visualização da entrada de dados da planilha, diagrama N-M-1/r. 
 
 
Figura 14  – Exemplo de diagrama obtido pela planilha. 
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4.1.1 Implantação da consideração da fluência. 
 
A implantação da consideração da fluência através do ajuste no 
diagrama tensão-deformação do concreto nesta planilha é feita na etapa 
de construção do diagrama N-M-1/r. Como foi visto no capítulo 4.2, neste 
método as deformações no diagrama de tensão-deformação são 
“deslocadas” por um fator (1 + 𝜑𝑒𝑓). Na planilha, esta consideração é 
aplicada nas equações da Tabela 4, modificando-se os valores das 
deformações do concreto 𝜀𝑐 e da curvatura adimensional 𝜃 utilizados na 
obtenção dos esforços resultantes no concreto 𝑅𝑐𝑐 e do braços de alavanca 
𝑍𝑔. Estes valores modificados pela fluência, respectivamente, 𝜀𝑐,𝑓 e 𝜃𝑚,𝑓, 
são dados por: 
 
𝜀𝑐,𝑓 =
𝜀𝑐
1 + 𝜑𝑒𝑓
 
 
𝜃𝑚,𝑓 =
𝜃
1 + 𝜑𝑒𝑓
 
 
Importante destacar que os valores dos limites 𝜀𝑐𝑢 e 𝜀𝑐2 também 
são modificados, multiplicando-se ambos pelo mesmo fator (1 + 𝜑𝑒𝑓). 
 
4.2 Obtenção da linha elástica 
 
 A Analogia de Morh é um processo de obtenção da linha elástica 
de uma peça linear que se baseia na semelhança entre a equação da linha 
elástica e a equação que relaciona carga aplicada, força cortante e 
momento fletor (MORILLA, 2009).  
 
𝑑2𝑣
𝑑𝑥2
=
𝑑𝜑
𝑑𝑥
= −
𝑀
𝐸 ∙ 𝐼𝑦
 
 
𝑑2𝑀
𝑑𝑥2
=
𝑑𝑉
𝑑𝑥
= −𝑞 
 
Considerando essa semelhança, e que a curvatura da seção pode 
ser dada por: 
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1
𝑟
=
𝑀
𝐸 ∙ 𝐼
 
 
foi imaginado que uma barra análoga carregada com uma carga 
distribuída de valor igual à curvatura 1 𝑟⁄   daria como resultado de força 
cortante valores equivalentes ao ângulo de deflexão ao longo de seu 
comprimento. Da mesma forma, o diagrama de momentos fletores 
forneceria a linha elástica. 
 
 
Figura 15 – Fundamento da Analogia de Mohr. 
  A aplicação da Analogia de Mohr para pilares é feita 
conforme apresentada por Loriggio (2009). A barra analisada é separada 
em 𝑛 segmentos. Obtém-se então o diagrama de momentos fletores de 
primeira ordem normalmente, pelas equações da estática. De acordo com 
as condições de vinculação da barra original, se escolhe a barra análoga 
adequada para representar o pilar analisado. A Tabela 5 (MARTHA, 
2010) apresenta alguns exemplos comuns de vigas análogas, chamadas 
também de vigas conjugadas. 
61 
 
 
 
Com o valor de rigidez obtido do gráfico de normal-momento-
curvatura, calcula-se a curvatura ao longo do pilar e se aplica este valor 
como uma carga distribuída no pilar análogo. Em seguida, obtêm-se as 
resultantes do “carregamento” para cada segmento e por fim extrai-se o 
diagrama de momentos fletores dessa barra, que na verdade são os valores 
de deslocamento. Termina assim a primeira iteração do processo. Nas 
demais etapas prossegue-se de forma semelhante, levando em 
consideração o carregamento normal e os deslocamentos da etapa 
anterior. 
O método segue até atingir um critério de convergência. Este 
critério pode ser a diferença entre deslocamentos em algum ponto da 
barra, a diferença de momentos, ou até o número de iterações. Neste 
trabalho o número de iterações é fixada em 40, sendo suficiente para todos 
os exemplos e casos utilizados até o momento. Porém, a convergência 
pode ser acompanhada por um gráfico que plota a diferença entre 
momento atual e anterior para cada iteração, auxiliando a avaliação da 
estabilidade da barra. 
 
 
 
Figura 16 – Seção de diagramas de momentos e visualização da convergência 
da planilha. 
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Tabela 5 – Exeplos de vigas análogas ou conjugadas. Fonte: MARTHA, 2010. 
 
 
  
  
 
 
5 EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 
 
 A seguir serão apresentados exemplos de dimensionamento e 
verificação de pilares com a consideração da fluência. Os momentos de 
2° ordem serão calculados por 4 métodos: pelo método do pilar-padrão 
com rigidez 𝜅 aproximada, método do pilar-padrão acoplado a 
diagramas N-M-1/r, Método Geral e por uma forma alternativa do 
Método Geral que utiliza a rigidez secante ao invés da rigidez individual 
para cada seção. Por uma questão de conveniência e praticidade na 
apresentação dos resultados, este último método será referenciado a 
seguir como “Método Semi-Geral”. Será utilizada a planilha 
desenvolvida tanto para a obtenção do diagrama N-M-1/r como para os 
cálculos iterativos necessários ao Método Geral. Para a consideração da 
fluência será utilizado o método da excentricidade adicional 𝑒𝑐𝑐, como 
preconizado no item 15.8.4 da NBR 6118:2014, e o método mais rigoroso 
do ajuste do diagrama tensão-deformação, como apresentado em FUSCO 
(1981). 
Os pilares desses exemplos foram retirados de “ABNT NBR 
6118:2014 Comentários e Exemplos de Aplicação”, publicado pelo 
IBRACON (2015). Trata-se do mesmo pilar para todos os exemplos, 
porém com diagramas de momento fletor diferentes. O objetivo é 
apresentar diferentes situações de cálculo e estudar os efeitos da fluência 
em cada uma. Somente no Exemplo 1 não há diagrama de momentos 
fletores de 1° ordem, com o pilar sujeito apenas aos momentos mínimos 
previstos em norma. Os Exemplos 2 e 3 têm respectivamente os 
diagramas de momento dos exemplos FCN-2a e FCN-2c da publicação já 
citada.   
 
5.1 Exemplo 1 
 
Trata-se de um pilar bi-apoiado com seção retangular, 
comprimento equivalente 𝑙𝑒 = 3,0𝑚 e submetido a uma carga de cálculo 
𝑁𝑆𝑑 = 2.100 𝑘𝑁. O concreto possui classe C30 (𝑓𝑐𝑘 = 30 𝑀𝑃𝑎) e o aço 
considerado é o CA-50, com 𝐹𝑦𝑘 = 500 𝑀𝑃𝑎 e módulo de elasticidade 
𝐸 = 210 𝐺𝑃𝑎. Adota-se 𝜑 = 2,0. 
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Figura 17 – Dados iniciais do Exemplo 1. 
 
 Neste trabalho será considerada a flexo-compressão normal 
atuando apenas na direção menos favorável, ou seja, na direção de maior 
esbeltez. 
 
Na direção x:        𝜆𝑥 = √12 ∙
𝑙𝑒
ℎ
= √12 ∙
3,0
0,20
= 52  
 
Na direção y:        𝜆𝑦 = √12 ∙
𝑙𝑒
ℎ
= √12 ∙
3,0
0,60
= 17 
 
 Portanto, admite-se os momentos atuando na direção x, com ℎ =
0,20 𝑚, 𝑏𝑤 = 0,60 𝑚, e 𝜆 = 52. 
 A pincípio, supõe-se que o pilar esteja submetido apenas ao 
momento mínimo 𝑀1𝑑,𝑚𝑖𝑛, caso típico de pilares centrais. 
 
𝑀1𝑑,𝑚𝑖𝑛 = 𝑁𝑆𝑑 ∙ (0,015 + 0,03 ∙ ℎ) = 2100 ∙ (0,015 + 0,03 ∙ 0,20)
∴  𝑀1𝑑,𝑚𝑖𝑛 = 44,1 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
 Para a verificação da necessidade de cálculo dos efeitos de 2° 
ordem: 
 
𝛼𝑏 = 1 
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𝜆1 =
25 + 12.5 ∙ (
𝑀1𝑑,𝑚𝑖𝑛 𝑁𝑆𝑑⁄
ℎ )
𝛼𝑏
=
25 + 12.5 ∙ (
44,1 2100⁄
0,2 )
1
= 26,31 
 
𝜆1 = 26,31 < 35 ∴  𝜆1 = 35 
 
 Como 𝜆 = 52 > 𝜆1 = 35, é necessária a consideração dos 
efeitos de 2° ordem. Primeiramente é utilizado o método do pilar-padrão 
com rigidez 𝜅 aproximada. 
 
5.1.1 Pilar padrão com rigidez 𝜿 aproximada 
 
𝐴 = 5 ∙ ℎ = 5 ∙ 0,2 = 1 
𝐵 = ℎ2 ∙ 𝑁𝑆𝑑 −
𝑁𝑆𝑑 ∙ 𝑙𝑒
2
320
− 5 ∙ ℎ ∙ 𝛼𝑏 ∙ 𝑀1𝑑,𝑚𝑖𝑛 
𝐵 = 0,202 ∙ 2100 −
2100 − 3,02
320
− 5 ∙ 0,20 ∙ 1 ∙ 44,1 = −19,1625 
 
𝐶 = −𝑁𝑆𝑑 ∙ ℎ
2 ∙ 𝛼𝑏 ∙ 𝑀1𝑑,𝑚𝑖𝑛 = −2100 ∙ 0,20
2 ∙ 1 ∙ 44,1 = −3704,4 
 
 
Substitui-se os termos A, B e C na expressão: 
 
 
𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 =
−𝐵 + √𝐵2 − 4 ∙ 𝐴 ∙ 𝐶
2 ∙ 𝐴
= 71,19 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
5.1.2 Excentricidade adicional de fluência 
 
 Conforme NBR 6118:2014, a excentricidade adicional de 
fluência é obtida através da expressão: 
 
𝑒𝑐𝑐 = (
𝑀𝑆𝑔
𝑁𝑆𝑔
+ 𝑒𝑎) ∙ (2,718
𝜑∙𝑁𝑆𝑔
𝑁𝑒−𝑁𝑆𝑔 − 1) 
 
 A parcela 𝑀𝑆𝑔 𝑁𝑆𝑔⁄  é a excentricidade decorrente dos esforços 
solicitantes da estrutura na combinação quase permanente. Em uma 
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situação cotidiana de cálculo esses esforços seriam obtidos da análise 
global da estrutura sob esta combinação de carregamento. Como não há 
informações mais detalhadas sobre as ações atuantes, será assumido que 
25% da carga total é de curta duração. Esta estimativa tem como base o 
prescrito no item 14.6.6.3 da NBR 6118:2014, que permite simplificações 
na consideração de alternância de cargas quando a carga variável em 
edifícios não for maior que 50% do total. Como 50% é um caso muito 
favorável, adotou-se o valor de 25% por ser a média. Portanto: 
 
𝑁𝑆𝑔𝑘 = 0,75 ∙
𝑁𝑆𝑑
1,4
= 0,75 ∙
2100
1,4
= 1.125 𝑘𝑁 
 
𝑁𝑆𝑞𝑘 = 0,25 ∙
𝑁𝑆𝑑
1,4
= 0,25 ∙
2100
1,4
= 375 𝑘𝑁 
 
 
 E com a combinação quase-permanente, obtém-se: 
 
𝑁𝑆𝑔 = 𝑁𝑆𝑔𝑘 + 𝜓2 ∙ 𝑁𝑆𝑞𝑘 = 1125 + 0,3 ∙ 375 = 1.237,5 𝑘𝑁 
 
  
 Procede-se com o cálculo da excentricidade acidental: 
 
{
  
 
  
 𝜃 =
1
100 ∙ √𝑙𝑒
=
1
100 ∙ √3,0
= 0,006
𝜃𝑚𝑖𝑛 =
1
300
= 0,003
𝜃𝑚𝑎𝑥 =
1
200
= 0.005
 
 
 
𝑒𝑎 = 𝜃 ∙
𝑙𝑒
2
= 0.005 ∙
3,0
2
= 0,0075 𝑚 
 
Portanto, tem-se: 
 
 
𝑀𝑆𝑔 = 0 
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𝑁𝑆𝑔 = 1.237,5 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
(
𝑀𝑆𝑔
𝑁𝑆𝑔
+ 𝑒𝑎) = (
0
1237,5 
+ 0,0075 ) = 0,0075 𝑚 
 
𝑁𝑒 =
10 ∙ 𝐸𝑐𝑠 ∙ 𝐼𝑐
𝑙𝑒2
=
10 ∙ 26838 ∙ 0,0004
3,02
= 11928,18 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
 E então: 
 
𝑒𝑐𝑐 = (
𝑀𝑠𝑔
𝑁𝑠𝑔
+ 𝑒𝑎) ∙ (2,718
𝜑∙𝑁𝑠𝑔
𝑁𝑒−𝑁𝑠𝑔 − 1)
= (0,0075 ) ∙ (2,718
2,0∙1237,5
11928−1237,5 − 1) = 0,00195 𝑚 
 
𝑀𝑐𝑐 = 𝑒𝑐𝑐 ∙ 𝑁𝑆𝑑 = 4,10 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
 O momento final, com a inclusão do fenômeno da fluência, 
será: 
 
𝑀𝑑 = (𝑀1 +𝑀2 +𝑀𝑐𝑐) = (𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 +𝑀𝑐𝑐) = (71,19 + 4,10)
= 75.3 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
 Com o resultado de momento fletor de cálculo, faz-se o 
dimensionamento da armadura necessária. Neste trabalho, o 
dimensionamento é feito através de ábacos. Os ábacos utilizados são os 
publicados por RIBEIRO (2011). Para sua utilização, é considerado um 
𝑑′ = 4,63 (cobrimento de 3,0 cm, armadura transversal de 5,0 mm e 
armadura longitudinal de 20,0 mm) e tem-se os dados: 
 
𝑑′
ℎ
=
4,63
20
= 0,2315 
 
𝜇𝑑 =
𝑀𝑑
𝑓𝑐𝑑 ∙ 𝑏𝑤 ∙ ℎ2
=
75,3
30000
1,4 ∙ 0,60 ∙ 0,20
2
= 0,146 
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𝜐𝑑 =
𝑁𝑆𝑑
𝑓𝑐𝑑 ∙ 𝑏𝑤 ∙ ℎ
=
2100
30000
1,4 ∙ 0,60 ∙ 0,20
= 0,817 
 
 Com o ábaco de 𝑑′ ℎ⁄ = 0,20 e 𝜆 = 0 obtém-se a taxa mecânica 
de armadura 𝜔 = 0,50. 
 Com o ábaco de 𝑑′ ℎ⁄ = 0,25 e 𝜆 = 0 obtém-se a taxa mecânica 
de armadura 𝜔 = 0,55. 
 
 Interpolando os resultados para 𝑑′ ℎ⁄ = 0,2315 resulta em: 
 
𝜔 = 0,5315 
 
𝐴𝑠,𝑛𝑒𝑐 =
𝜔 ∙ 𝑓𝑐𝑑 ∙ 𝑏𝑤 ∙ ℎ
𝑓𝑦𝑑
=
0,5315 ∙
30000
1,4 ∙ 0,6 ∙ 0,20
500000
1,15
= 0,00314 𝑚2
= 31,4 𝑐𝑚2 
 
 Com o valor da armadura necessária, adota-se uma configuração 
de seção com 10 barras de 20,00 mm, divididas em duas linhas de 
armadura, resultando em: 
 
𝐴𝑠 = 31,5 𝑐𝑚
2 
 
5.1.3 Pilar padrão acoplado a diagrama N-M-1/r  
 
 Com a seção de concreto armado estabelecida no item anterior, 
foi traçado o diagrama N-M-1/r da seção com o auxílio da planilha 
desenvolvida e obtida a rigidez 𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐 . 
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Figura 18 – Diagrama N-M-1/r para o Exemplo 1, com φ = 0. 
 
𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐 = 7312,40 𝑘𝑁 ∙ 𝑚
2 
 
 E então o cálculo de 𝜅 e 𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡: 
 
𝜅 =
𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐
𝐴𝑐 ∙ ℎ2 ∙ 𝑓𝑐𝑑
=
7312,40
0,12 ∙ 0,202 ∙
30000
1,4
= 71,093 
 
𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 =
𝛼𝑏 ∙ 𝑀1𝑑,𝑚𝑖𝑛
1 −
𝜆2
120 ∙
𝜅
𝜐
=
1 ∙ 44,1
1 −
522
120 ∙
71,093
0,817
= 59,47 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
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5.1.4 Pilar padrão acoplado a diagrama N-M-1/r considerando a 
fluência 
 
Para a consideração da fluência de forma mais rigorosa, faz-se um 
novo diagrama N-M-1/r, desta vez considerando um diagrama tensão-
deformação do concreto com 𝜑 ≠ 0, e obtém-se uma nova rigidez. O 𝜑 a 
ser utilizado no cálculo considerando a não-linearidade física é o 
𝜑𝑒𝑓, dado pela expressão: 
 
𝜑𝑒𝑓 = 𝜑 ∙
𝑀0𝐸𝑞𝑝
𝑀0𝐸𝑑
 
 
Aonde: 
 
𝑀0𝐸𝑞𝑝 = 𝑁𝑆𝑔 ∙ 𝑒1𝑑,𝑚𝑖𝑛 = 1237,5 ∙ 0,021 = 25,99 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
𝑀0𝐸𝑑 = 𝑀1𝑑,𝑚𝑖𝑛 = 44,1 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
Portanto: 
 
𝜑𝑒𝑓 = 𝜑 ∙
𝑀0𝐸𝑞𝑝
𝑀0𝐸𝑑
= 2 ∙
25,99
44,1
= 1,18 
 
 
Figura 19 – Diagrama N-M-1/r para o Exemplo 1, com φef = 1,18. 
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𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐 = 4.878,6 𝑘𝑁 ∙ 𝑚
2 
 
 E então o cálculo de 𝜅 e 𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡: 
 
𝜅 =
𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐
𝐴𝑐 ∙ ℎ2 ∙ 𝑓𝑐𝑑
=
4878,6 
0,12 ∙ 0,202 ∙
30000
1,4
= 47,431 
 
𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 =
𝛼𝑏 ∙ 𝑀1𝑑,𝑚𝑖𝑛
1 −
𝜆2
120 ∙
𝜅
𝜐
=
1 ∙ 44,1
1 −
522
120 ∙
47,431
0,817
= 71,99 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
5.1.5 Método Semi-Geral sem consideração de fluência 
 
Com o auxílio da planilha desenvolvida durante este trabalho são 
calculados os momentos totais com os efeitos de 2° ordem do mesmo pilar 
considerando a não-linearidade geométrica de forma não-aproximada 
através da Analogia de Mohr, e a não-linearidade física adotando a rigidez 
secante 𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐 para todas as seções. O diagrama de momentos fletores 
finais, sem a consideração da fluência (𝜑𝑒𝑓 = 0) é apresentado a seguir: 
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Figura 20 – Diagrama de momentos (Exemplo 1, método semi-geral, φ = 0). 
 Portanto, 𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 = 61,26 𝑘𝑁 ∙ 𝑚. 
 
5.1.6 Método Semi-Geral com consideração de fluência 
 
Da mesma forma segue o diagrama de momentos fletores finais, 
com as não-linearidades consideradas da mesma forma como no item 
anterior, desta vez considerando a fluência, ou seja, 𝜑𝑒𝑓 = 1,18. 
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Figura 21 – Diagrama de momentos (Exemplo 1, método semi-geral, φef = 
1,18). 
Portanto, 𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 = 74,74 𝑘𝑁 ∙ 𝑚. 
 
5.1.7 Método Geral sem consideração de fluência 
 
Também com auxílio da planilha desenvolvida são calculados os 
momentos totais com os efeitos de 2° ordem do mesmo pilar através do 
método geral, ou seja, com a não-linearidade geométrica considerada de 
maneira não-aproximada (Analogia de Mohr) e a não-linearidade física 
com a relação momento-curvatura real em cada seção. O diagrama de 
momentos fletores finais, sem a consideração da fluência (𝜑𝑒𝑓 = 0) é 
apresentado a seguir: 
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Figura 22 – Diagrama de momentos (Exemplo 1, método geral, φ = 0). 
 Portanto, 𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 = 58,99 𝑘𝑁 ∙ 𝑚. 
 
5.1.8 Método Geral com consideração de fluência 
 
A seguir é apresentado o diagrama de momentos fletores finais 
calculados através do método geral, levando em conta as não-linearidades 
da mesma forma que no item 5.1.7, desta vez considerando a fluência, ou 
seja, 𝜑𝑒𝑓 = 1,18. 
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Figura 23 – Diagrama de momentos (Exemplo 1, método geral, φef = 
1,18). 
Portanto, 𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 = 72,82 𝑘𝑁 ∙ 𝑚. 
 
5.1.9 Resultados 
 
 A seguir, o resumo dos resultados. 
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Tabela 6 – Comparação dos resultados de Md entre métodos para o Exemplo 1. 
 
 
Tabela 7 – Aumento percentual de Md com a consideração da fluência para o 
Exemplo 1. 
 
 
5.2 Exemplo 2 
 
O pilar do Exemplo 1 agora é submetido a esforços de momento 
de 1° ordem diferentes do momento mínimo 𝑀1𝑑,𝑚𝑖𝑛 (Figura 23). 
Somente a altura do pilar foi modificada para 𝑙𝑒 = 4,0 𝑚 para que os 
momentos de 2° ordem sejam relevantes, diferente do exemplo original. 
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Figura 24 – Diagrama de momentos fletores de 1° ordem do Exemplo 2. 
 
𝑀𝑆1𝑑𝐴 = 100 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
𝑀𝑆1𝑑𝐵 = −35 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
 A esbeltez fica: 
 
𝜆 = √12 ∙
𝑙𝑒
ℎ
= 69  
 
Verificação da necessidade de cálculo dos efeitos de 2° ordem: 
 
𝛼𝑏 = 0,6 + 0,4
𝑀𝑆1𝑑𝐵
𝑀𝑆1𝑑𝐴
= 0,6 + 0,4
−35
100
= 0,46 
 
𝜆1 =
25 + 12.5 ∙ (
𝑀𝑆1𝑑𝐴 𝑁𝑆𝑑⁄
ℎ )
𝛼𝑏
= 60,82 
 
𝜆1 = 60,82 > 35 ∴  𝜆1 = 61 
 
 Como 𝜆 = 69 > 𝜆1 = 61, é necessária a consideração dos 
efeitos de 2° ordem.  
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5.2.1 Pilar padrão com rigidez 𝜿 aproximada 
 
𝐴 = 5 ∙ ℎ = 1 
𝐵 = ℎ2 ∙ 𝑁𝑆𝑑 −
𝑁𝑆𝑑 ∙ 𝑙𝑒
2
320
− 5 ∙ ℎ ∙ 𝛼𝑏 ∙ 𝑀𝑆1𝑑𝐴 = −67 
 
𝐶 = −𝑁𝑆𝑑 ∙ ℎ
2 ∙ 𝛼𝑏 ∙ 𝑀𝑆1𝑑𝐴 = −3864 
 
Substitui-se os termos A, B e C na expressão: 
 
𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 =
−𝐵 + √𝐵2 − 4 ∙ 𝐴 ∙ 𝐶
2 ∙ 𝐴
= 104,11 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
5.2.2 Excentricidade adicional de fluência 
 
 Considera-se a mesma combinação de carregamento do exemplo 
anterior, portanto: 
 
𝑁𝑆𝑔 = 𝑁𝑆𝑔𝑘 + 𝜓2 ∙ 𝑁𝑆𝑞𝑘 = 1.237,5 𝑘𝑁 
 
Contudo, como há a atuação de momentos diferentes do momento 
mínimo, faz-se uma consideração diferente sobre o 𝑀𝑆𝑔. O termo 
(𝑀𝑆𝑔 𝑁𝑆𝑔 + 𝑒𝑎⁄  ) da equação diz respeito às excentricidades 
“permanentes” sobre a peça, que são “ajustadas” pelo segundo termo para 
resultar na excentricidade de fluência. A porção (𝑀𝑆𝑔 𝑁𝑆𝑔⁄ ) é 
correspondente à excentricidade de 1° ordem sem a excentricidade 
acidental (já que ela é considerada separada em 𝑒𝑎). Portanto:  
 
(
𝑀𝑆𝑔
𝑁𝑆𝑔
+ 𝑒𝑎) = (𝑒1𝑞𝑝 + 𝑒𝑎) 
 
Com 𝑒1𝑞𝑝 sendo a excentricidade quase-permanente. O momento 
𝑀𝑆𝑔 é o momento quase-permanente no ponto aonde será adicionado a 
excentricidade de fluência, portanto: 
𝑀𝑆𝑔 = 𝛼𝑏 ∙ (𝑁𝑆𝑔 ∙ 𝑒1𝑑𝐴) = 0,46 ∙ 1237,5 ∙ 0,048 = 27,11 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
  
 Procede-se com o cálculo da excentricidade acidental: 
79 
 
 
 
{
 
 
 
 𝜃 =
1
100 ∙ √𝑙𝑒
= 0,005
𝜃𝑚𝑖𝑛 = 0,003
𝜃𝑚𝑎𝑥 = 0.005
 
 
𝑒𝑎 = 𝜃 ∙
𝑙𝑒
2
= 0,01 𝑚 
 
Portanto, tem-se: 
 
𝑀𝑆𝑔 = 27,11 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
𝑁𝑆𝑔 = 1.237,5 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
(
𝑀𝑆𝑔
𝑁𝑆𝑔
+ 𝑒𝑎) = (
27,11
1237,5 
+ 0,01 ) = 0,0319 𝑚 
 
 
𝑁𝑒 =
10 ∙ 𝐸𝑐𝑠 ∙ 𝐼𝑐
𝑙𝑒2
=
10 ∙ 26838 ∙ 0,0004
4,02
= 6709,60 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
 E então: 
 
𝑒𝑐𝑐 = (
𝑀𝑠𝑔
𝑁𝑠𝑔
+ 𝑒𝑎) ∙ (2,718
𝜑∙𝑁𝑠𝑔
𝑁𝑒−𝑁𝑠𝑔 − 1)
= (0,0319 ) ∙ (2,718
2,0∙1237,5
6709,60−1237,5 − 1) = 0,0182 𝑚 
 
𝑀𝑐𝑐 = 𝑒𝑐𝑐 ∙ 𝑁𝑆𝑑 = 38,31 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
 O momento final, com a inclusão do fenômeno da fluência, 
será: 
 
𝑀𝑑 = (𝑀1 +𝑀2 +𝑀𝑐𝑐) = (𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 +𝑀𝑐𝑐) = (104,11 + 38,31)
= 142,43 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
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 Com o resultado de momento fletor de cálculo, faz-se o 
dimensionamento da armadura necessária da mesma forma como no item 
anterior. 
 
𝑑′
ℎ
=
4,63
20
= 0,2315 
 
𝜇𝑑 =
𝑀𝑑
𝑓𝑐𝑑 ∙ 𝑏𝑤 ∙ ℎ2
=
142,43
30000
1,4 ∙ 0,60 ∙ 0,20
2
= 0,277 
 
𝜐𝑑 =
𝑁𝑆𝑑
𝑓𝑐𝑑 ∙ 𝑏𝑤 ∙ ℎ
=
2100
30000
1,4 ∙ 0,60 ∙ 0,20
= 0,817 
 
 Utilizando os mesmos ábacos do exemplo anterior e procedendo 
com a interpolação dos resultados para 𝑑′ ℎ⁄ = 0,2315, obtêm-se: 
 
𝜔 = 0,963 
 
𝐴𝑠,𝑛𝑒𝑐 =
𝜔 ∙ 𝐹𝑐𝑑 ∙ 𝑏𝑤 ∙ ℎ
𝑓𝑦𝑑
=
0,963 ∙
30000
1,4 ∙ 0,6 ∙ 0,20
500000
1,15
= 0,005695 𝑚2
= 56,95 𝑐𝑚2 
 
 Adota-se uma configuração de seção com 18 barras de 20,00 mm, 
divididas em duas linhas de armadura, resultando em: 
 
𝐴𝑠 = 56,7 𝑐𝑚
2 
 
 Apesar de 𝐴𝑠 < 𝐴𝑠,𝑛𝑒𝑐, o valor é suficiente próximo para as 
verificações que se farão a seguir, já que os métodos mais rigorosos 
costumam resultar em momentos menores que os métodos aproximados. 
Além disso, com o valor de 𝐴𝑠 considerado a taxa de armadura fica um 
pouco acima do valor recomendado de 4%. Contudo, não há prejuízo para 
o caso em análise. 
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5.2.3 Pilar padrão acoplado a diagrama N-M-1/r  
 
 Com a seção de concreto armado estabelecida no item anterior, 
foi traçado o diagrama N-M-1/r da seção com o auxílio da planilha 
desenvolvida e obtida a rigidez 𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐 . 
 
 
Figura 25 – Diagrama N-M-1/r para o Exemplo 2, com φ = 0. 
𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐 = 7229,29 𝑘𝑁 ∙ 𝑚
2 
 
 𝜅 =
𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐
𝐴𝑐∙ℎ2∙𝑓𝑐𝑑
=
7229,29
0,12∙0,202∙
30000
1,4
= 70,285 
 
𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 =
𝛼𝑏 ∙ 𝑀𝑆1𝑑𝐴
1 −
𝜆2
120 ∙
𝜅
𝜐
=
0,46 ∙ 100
1 −
69,282
120 ∙
70,285
0,817
= 85,95 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
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5.2.4 Pilar padrão acoplado a diagrama N-M-1/r considerando a 
fluência 
 
𝜑𝑒𝑓 = 𝜑 ∙
𝑀0𝐸𝑞𝑝
𝑀0𝐸𝑑
 
 
Aonde: 
 
𝑀0𝐸𝑞𝑝 = 𝑁𝑆𝑔 ∙ 𝑒1𝑑𝐴 = 1237,5 ∙ 0,048 = 58,93 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
𝑀0𝐸𝑑 = 𝑀𝑆1𝑑𝐴 = 100 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
Portanto: 
 
𝜑𝑒𝑓 = 𝜑 ∙
𝑀0𝐸𝑞𝑝
𝑀0𝐸𝑑
= 1,18 
 
 
Figura 26 – Diagrama N-M-1/r  para o Exemplo 2, com φef = 1,18. 
𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐 = 5.812,84 𝑘𝑁 ∙ 𝑚
2 
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𝜅 =
𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐
𝐴𝑐 ∙ ℎ2 ∙ 𝑓𝑐𝑑
=
5812,84 
0,12 ∙ 0,202 ∙
30000
1,4
= 56,514 
 
𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 =
𝛼𝑏 ∙ 𝑀𝑆1𝑑𝐴
1 −
𝜆2
120 ∙
𝜅
𝜐
=
0,46 ∙ 100
1 −
69,282
120 ∙
56,514
0,817
= 109,01 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
5.2.5 Método Semi-Geral sem consideração de fluência 
 
O diagrama de momentos fletores finais para o método semi-geral 
sem a consideração da fluência (𝜑𝑒𝑓 = 0) é apresentado a seguir: 
 
 
 
Figura 27 – Diagrama de momentos (Exemplo 2, método semi-geral, φ = 
0). 
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 Portanto, 𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 = 100,65 𝑘𝑁 ∙ 𝑚. 
5.2.6 Método Semi-Geral com consideração de fluência 
 
O diagrama de momentos fletores finais para o método semi-geral 
com a consideração da fluência (𝜑𝑒𝑓 = 1,18) é apresentado a seguir: 
 
 
 
Figura 28 – Diagrama de momentos (Exemplo 2, método semi-geral, φ = 1,18). 
 Portanto, 𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 = 108,28 𝑘𝑁 ∙ 𝑚. 
 
5.2.7 Método Geral sem consideração de fluência 
 
O diagrama de momentos fletores finais para o método geral, sem 
a consideração da fluência (𝜑𝑒𝑓 = 0) é apresentado a seguir: 
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Figura 29 – Diagrama de momentos (Exemplo 2, método geral, φ = 0). 
 Portanto, 𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 = 95,89 𝑘𝑁 ∙ 𝑚. 
 
5.2.8 Método Geral com consideração de fluência 
 
A seguir é apresentado o diagrama de momentos fletores finais 
para o método geral, desta vez considerando a fluência, ou seja, 𝜑𝑒𝑓 =
1,18. 
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Figura 30 – Diagrama de momentos (Exemplo 2, método geral, φef = 1,18). 
Portanto, 𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 = 102,94 𝑘𝑁 ∙ 𝑚. 
 
5.2.9 Resultados 
 
 A seguir, o resumo dos resultados. 
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Tabela 8  – Comparação dos resultados de Md entre métodos para o Exemplo 2. 
 
 
Tabela 9 – Aumento de Md entre métodos para o Exemplo 2. 
 
 
5.3 Exemplo 3 
 
Neste exemplo, o pilar volta a ter altura de 3,0 m e é submetido ao 
seguinte diagrama de momentos: 
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Figura 31 – Diagrama de momentos fletores de 1° ordem do Exemplo 3. 
𝑀𝑆1𝑑𝐴 = 100 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
𝑀𝑆1𝑑𝐵 = 70 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
Verificação da necessidade de cálculo dos efeitos de 2° ordem: 
 
𝛼𝑏 = 0,6 + 0,4
𝑀𝑆1𝑑𝐵
𝑀𝑆1𝑑𝐴
= 0,88 
 
 
𝜆1 =
25 + 12.5 ∙ (
𝑀𝑆1𝑑𝐴 𝑁𝑆𝑑⁄
ℎ )
𝛼𝑏
= 31,79 
 
𝜆1 = 31,79 < 35 ∴  𝜆1 = 35 
 
 Como 𝜆 = 51,96 > 𝜆1 = 35, é necessária a consideração dos 
efeitos de 2° ordem.  
 
5.3.1 Pilar padrão com rigidez 𝜿 aproximada 
 
𝐴 = 5 ∙ ℎ = 5 ∙ 0,2 = 1 
𝐵 = ℎ2 ∙ 𝑁𝑆𝑑 −
𝑁𝑆𝑑 ∙ 𝑙𝑒
2
320
− 5 ∙ ℎ ∙ 𝛼𝑏 ∙ 𝑀𝑆1𝑑𝐴 
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𝐵 = 0,202 ∙ 2100 −
2100 − 3,02
320
− 5 ∙ 0,20 ∙ 0,88 ∙ 100 = −63,06 
 
𝐶 = −𝑁𝑆𝑑 ∙ ℎ
2 ∙ 𝛼𝑏 ∙ 𝑀𝑆1𝑑𝐴 = −2100 ∙ 0,20
2 ∙ 0,88 ∙ 100 = −7392 
 
Substitui-se os termos A, B e C na expressão: 
 
𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 =
−𝐵 + √𝐵2 − 4 ∙ 𝐴 ∙ 𝐶
2 ∙ 𝐴
= 123,11 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
5.3.2 Excentricidade adicional de fluência 
 
𝑁𝑆𝑔 = 1.237,5 𝑘𝑁 
  
 Procede-se com o cálculo da excentricidade acidental: 
 
 
𝑒𝑎 = 𝜃 ∙
𝑙𝑒
2
= 0.005 ∙
3,0
2
= 0,0075 𝑚 
 
Portanto, tem-se: 
 
𝑀𝑆𝑔 = 𝛼𝑏 ∙ (𝑁𝑆𝑔 ∙ 𝑒1𝑑𝐴) = 0,88 ∙ 1237,5 ∙ 0,048 = 51,86 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
(
𝑀𝑆𝑔
𝑁𝑆𝑔
+ 𝑒𝑎) = (
51,86
1237,5 
+ 0,0075 ) = 0,0494 𝑚 
 
 
𝑁𝑒 =
10 ∙ 𝐸𝑐𝑠 ∙ 𝐼𝑐
𝑙𝑒2
=
10 ∙ 26838 ∙ 0,0004
3,02
= 11928,18 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
 E então: 
 
𝑒𝑐𝑐 = (
𝑀𝑠𝑔
𝑁𝑠𝑔
+ 𝑒𝑎) ∙ (2,718
𝜑∙𝑁𝑠𝑔
𝑁𝑒−𝑁𝑠𝑔 − 1)
= (0,0494 ) ∙ (2,718
2,0∙1237,5
11928,18 −1237,5 − 1) = 0,0129 𝑚 
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𝑀𝑐𝑐 = 𝑒𝑐𝑐 ∙ 𝑁𝑆𝑑 = 27,02 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
 O momento final, com a inclusão do fenômeno da fluência, 
será: 
 
𝑀𝑑 = (𝑀1 +𝑀2 +𝑀𝑐𝑐) = (𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 +𝑀𝑐𝑐) = (123,11 + 27,02)
= 150,13 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
 
 Dimensionamento da armadura necessária. 
 
𝑑′
ℎ
= 0,2315 
 
𝜇𝑑 = 0,292 
 
𝜐𝑑 = 0,817 
 
 Através dos ábacos de dimensionamento, obtêm-se: 
 
𝜔 = 1,126 
 
𝐴𝑠,𝑛𝑒𝑐 =
𝜔 ∙ 𝑓𝑐𝑑 ∙ 𝑏𝑤 ∙ ℎ
𝑓𝑦𝑑
=
1,126 ∙
30000
1,4 ∙ 0,6 ∙ 0,20
500000
1,15
= 0,006659 𝑚2
= 66,59 𝑐𝑚2 
 
 Com o valor da armadura necessária, adota-se uma configuração 
de seção com 18 barras de 20,00 mm, divididas em duas linhas de 
armadura. A armadura adotada é menor que a necessária pois esta 
extrapolaria demais o valor limite de taxa de armadura máxima de 4%. 
Além disso, como será demonstrado a seguir, a seção, quando computada 
através de métodos mais rigorosos, resiste aos esforços finais. Portanto: 
 
𝐴𝑠 = 56,7 𝑐𝑚
2 
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5.3.3 Pilar padrão acoplado a diagrama N-M-1/r  
 
 Com a seção de concreto armado estabelecida, foi traçado o 
diagrama N-M-1/r da seção com o auxílio da planilha desenvolvida e 
obtida a rigidez 𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐 . 
 
 
Figura 32 – Diagrama N-M-1/r para o Exemplo 3, com φef = 0. 
𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐 = 7229,29 𝑘𝑁 ∙ 𝑚
2 
 
𝜅 =
𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐
𝐴𝑐 ∙ ℎ2 ∙ 𝑓𝑐𝑑
=
7229,29
0,12 ∙ 0,202 ∙
30000
1,4
= 70,28 
 
𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 =
𝛼𝑏 ∙ 𝑀𝑆1𝑑𝐴
1 −
𝜆2
120 ∙
𝜅
𝜐
=
0,88 ∙ 100
1 −
51,962
120 ∙
70,28
0,817
= 119,15 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
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5.3.4 Pilar padrão acoplado a diagrama N-M-1/r considerando a 
fluência 
 
𝜑𝑒𝑓 = 𝜑 ∙
𝑀0𝐸𝑞𝑝
𝑀0𝐸𝑑
= 1,18 
 
 
 
Figura 33 – Diagrama N-M-1/r  para o Exemplo 3, com φef = 1,18. 
𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐 = 5812,84 𝑘𝑁 ∙ 𝑚
2 
 
𝜅 =
𝐸𝐼𝑠𝑒𝑐
𝐴𝑐 ∙ ℎ2 ∙ 𝑓𝑐𝑑
=
5812,8 
0,12 ∙ 0,202 ∙
30000
1,4
= 56,51 
 
𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 =
𝛼𝑏 ∙ 𝑀𝑆1𝑑𝐴
1 −
𝜆2
120 ∙
𝜅
𝜐
=
0,88 ∙ 100
1 −
51,962
120 ∙
56,51
0,817
= 130,40 𝑘𝑁 ∙ 𝑚 
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5.3.5 Método Semi-Geral sem consideração de fluência 
 
O diagrama de momentos fletores finais para o método semi-geral 
sem a consideração da fluência (𝜑𝑒𝑓 = 0) é apresentado a seguir: 
 
 
 
Figura 34 – Diagrama de momentos (Exemplo 3, método semi-geral, φ = 0). 
 Portanto, 𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 = 120,48 𝑘𝑁 ∙ 𝑚. 
 
5.3.6 Método Semi-Geral com consideração de fluência 
 
O diagrama de momentos fletores finais para o método semi-geral 
com a consideração da fluência (𝜑𝑒𝑓 = 1,18) é apresentado a seguir: 
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Figura 35 – Diagrama de momentos (Exemplo 3, método semi-geral, φ = 1,18). 
 Portanto, 𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 = 131,85 𝑘𝑁 ∙ 𝑚. 
 
5.3.7 Método Geral sem consideração de fluência 
 
O diagrama de momentos fletores finais, sem a consideração da 
fluência (𝜑𝑒𝑓 = 0) é apresentado a seguir: 
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Figura 36 – Diagrama de momentos (Exemplo 3, método geral, φ = 0). 
 Portanto, 𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 = 114,76 𝑘𝑁 ∙ 𝑚. 
 
5.3.8 Método Geral com consideração de fluência 
 
A seguir é apresentado o diagrama de momentos fletores finais 
considerando a fluência, ou seja, 𝜑𝑒𝑓 = 1,18. 
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Figura 37 – Diagrama de momentos (Exemplo 3, método geral, φef = 1,18). 
Portanto, 𝑀𝑑𝑡𝑜𝑡 = 129,41 𝑘𝑁 ∙ 𝑚. 
 
5.3.9 Resultados 
 
 A seguir, o resumo dos resultados. 
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Tabela 10 – Comparação dos resultados de Md entre métodos para o Exemplo 3. 
 
 
Tabela 11 – Aumento de Md entre métodos para o Exemplo 3. 
 
 
5.4 Considerações sobre os exemplos de aplicação 
 
 Apesar do objetivo principal deste capítulo ser o de apresentar 
exemplos de aplicação das metodologias para a consideração da fluência, 
algumas considerações interessantes podem ser feitas sobre os processos 
de cálculo e seus resultados.  
Não é claro na literatura qual valor de 𝑀𝑆𝑔 adotar no caso de uma 
peça submetida somente a momentos mínimos. SCADELAI (2004) 
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admite o próprio momento mínimo calculado com 𝑁𝑆𝑑 = 𝑁𝑆𝑔 o que, 
matematicamente falando, não é diferente de fazer 𝑀𝑆𝑔 𝑁𝑆𝑔⁄ =
𝑀1𝑑,𝑚𝑖𝑛 𝑁𝑆𝑑⁄ . Já em CARVALHO e PINHEIRO (2009) a interpretação é 
a de que 𝑀𝑆𝑔 = 0 já que não há esforços de momento permanente em 
pilares centrados, resultando numa excentricidade de fluência calculada 
somente considerando a excentricidade acidental. Esta última 
interpretação parece a mais adequada e foi adotada neste trabalho 
O método simplificado da excentricidade adicional de fluência 
𝑒𝑐𝑐 apresentou bons resultados em relação ao método geral, todos eles à 
favor da segurança. A maior diferença foi no exemplo 2, com os 
momentos de extremidade tracionando lados opostos do pilar. Isso era 
esperado, mas por causa da suposição simplificada da não-linearidade 
geométrica do método do pilar padrão, e não pela consideração 
simplificada da fluência.  
 O método do pilar-padrão acoplado a diagramas N-M-1/r é uma 
alternativa intermediária entre o método geral e o método do pilar-padrão 
com rigidez aproximada em termos de complexidade. A dificuldade 
maior ainda reside na obtenção do diagrama N-M-1/r e na necessidade de 
se conhecer a armadura do pilar de antemão. Isso dificulta situações de 
dimensionamento exigindo processos iterativos de verificação, mas é um 
método viável quando se dispõe de uma ferramenta para confecção do 
diagrama. De forma geral, os resultados dos exemplos mostram uma boa 
concordância com os resultados do método geral. Porém, no exemplo 2, 
que representa a situação mais comum de dimensionamento em edifícios, 
o resultado foi contra a segurança quando não se considerou a fluência. 
O Método “Semi-Geral”, que utiliza os procedimentos do Método 
Geral, mas com a não-linearidade física considerada através da rigidez 
secante, apresentou resultados tão próximos do Método Geral quanto o 
método do pilar padrão acoplado a diagramas. Porém, no exemplo 2, 
apresentou resultados a favor da segurança e com melhor concordância 
com o Método Geral. Além disso, após sua programação com a planilha 
eletrônica, sua aplicação se tornou tão prática quanto a aplicação do 
método do pilar padrão acoplado a diagramas. Da mesma forma, a 
dificuldade maior ainda reside na construção do diagrama N-M-1/r e na 
necessidade de se conhecer toda a seção da peça antes de iniciar os 
cálculos. 
 Para avaliar melhor o desempenho dos métodos de consideração 
da fluência é apresentado o gráfico da Figura 33. Nele foram plotados os 
resultados de momentos finais máximos em um pilar para cada método 
variando-se sua altura L. O pilar é retangular, birotulado, com as mesmas 
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características físicas e geométricas do pilar utilizado nos exemplos de 
aplicação dos itens anteriores, com exceção de sua armadura e de seu 
comprimento L. A armadura considerada agora é de 37,80 𝑐𝑚², 
equivalente a uma taxa de armadura de 3,15%. A força normal atuante 
𝑁𝑆𝑑 é de 1.285,71 𝑘𝑁 (𝜈 = 0,50) e a excentricidade de 1° ordem em 
ambas as extremidades é de 2,5 𝑐𝑚 (𝑒1 ℎ⁄ = 0,125) com momentos 
tracionando a mesma face do pilar. Foi considerado um coeficiente de 
fluência 𝜑 = 2 e a mesma relação entre cargas variáveis e permanentes 
dos exemplos de aplicação do capítulo anterior, resultando em 𝜑𝑒𝑓 =
1,18. Foram empregados os mesmos métodos de cálculo de efeitos de 
segunda ordem utilizados no capítulo anterior. Para a consideração da 
fluência, a excentricidade adicional é utilizada juntamente com o método 
do pilar-padrão com rigidez aproximada, enquanto que o método de ajuste 
no diagrama tensão-deformação foi utilizado em conjunto com os demais 
métodos. Na legenda, “MG” é o Método Geral, “MSG” é o Método Semi-
Geral, “PPD” é o método do pilar-padrão acoplado a diagramas e “PP” o 
método do pilar-padrão com rigidez aproximada. Nota-se que os 
resultados vão somente até um índice de esbeltez próximo de 85. Isso 
porque acima desse valor o pilar ultrapassa seu valor último de momento. 
 
 
Figura 38 – Momentos totais com variação da esbeltez por método. 
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 Nota-se que nesse caso ambos os métodos considerados 
“intermediários” entre os métodos simplificados e o Método Geral, que 
utilizam a consideração mais rígida da não-linearidade física tem 
resultados bastante semelhantes. A excentricidade adicional prevista na 
NBR 6118:2014 obtém resultados a favor da segurança somente até por 
volta de 𝜆 = 80. A partir disso, os métodos considerando a não-
linearidade física através do diagrama N-M-1/r, considerados mais 
próximos do comportamento físico real da peça, passam a resultar em 
momentos de segunda ordem mais significativos. 
 A norma brasileira exige a consideração da fluência apenas para 
pilares com 𝜆 > 90. Porém, nos exemplos do capítulo 5 pode-se observar 
que, mesmo para um valor relativamente baixo de esbeltez ( 𝜆 = 69 para 
o exemplo 2 e 𝜆 = 52 para os demais) a consideração da fluência pode 
ser significativa, ultrapassando um aumento de 10% em relação aos 
momentos finais considerando 𝜑 = 0. A fim de ilustrar essa tendência, 
na Figura 34 é apresentado o aumento percentual de momentos finais em 
um pilar com as mesmas características do gráfico anterior, mas dessa vez 
variando-se o esforço normal adimensional 𝜈. Todos os resultados foram 
obtidos pelo método geral com a consideração da não-linearidade física 
através do diagrama N-M-1/r e com a fluência considerada pelo ajuste do 
diagrama tensão-deformação. Observa-se que para a esbeltez abaixo de 
70 a consideração da fluência já apresenta um incremento significativo 
nos resultados, e chega a 71% para 𝜈 = 0,50 antes de 𝜆 = 90. 
 
 
 
Figura 39 – Aumento percentual de momentos finais com a consideração da 
fluência. 
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 A consideração de 𝜑𝑒𝑓 se mostrou uma maneira prática de se 
considerar a variação das cargas atuantes na peça. Nos exemplos foi 
necessário fazer suposições quanto à combinação de carregamento, mas 
em uma situação real de cálculo, com informações completas sobre a 
estrutura e as cargas reais atuantes, a determinação de 𝜑𝑒𝑓 fica ainda mais 
simples.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
 
 
6 CONCLUSÃO 
 Neste trabalho foi apresentado o método da 
consideração da fluência em projeto de pilares através da consideração da 
não-linearidade física com ajuste do diagrama tensão-deformação do 
concreto armado. A metodologia simplificada apresentada pela NBR 
6118:2014, que considera a excentricidade adicional equivalente de 
fluência, também foi avaliada.  
A consideração da fluência através do ajuste do diagrama tensão-
deformação já foi apresentada por Fusco (1981), França (1991) e outros. 
Porém, naquela época a capacidade computacional disponível era 
bastante limitada e o método era praticamente inviável em casos comuns 
de projeto. Atualmente, com a acessibilidade a computadores pessoais 
modernos e a tendência mais recente da produção de ferramentas e 
software pelo próprio usuário (inclusive no meio técnico) este método se 
torna muito mais atraente, tendo em vista seus resultados mais 
condizentes com o comportamento real da peça e economia. O que se 
buscou neste trabalho foi o estudo da metodologia de aplicação deste 
procedimento numa planilha eletrônica de cálculo, que é a ferramenta 
essencial de todo engenheiro. Esta metodologia pode ser facilmente 
extrapolada para a implementação em programas mais específicos.  
Como já foi dito, a norma brasileira de cálculo em concreto 
armado, a NBR 6118:2014, exige a consideração da fluência somente 
para pilares com 𝜆 > 90. Porém, os cálculos apresentados neste trabalho 
reforçam a afirmação de Araújo (2012) de que este limite pode ser 
imprudente. Foi demonstrado que em situações de projeto comuns, com 
esbeltez abaixo de 70, os efeitos da fluência podem ser significativos na 
obtenção dos momentos de segunda ordem. Por sua vez, Eurocode 2 
possui  critérios mais rígidos para a dispensa da consideração do efeito de 
cargas de longa duração. Além de um limite de 𝜆 ≤ 75, também exige 
𝜑 ≤ 2 e excentricidade de primeira ordem de cálculo maior que a altura 
da seção. A norma ainda recomenda que, caso os critérios de dispensa de 
consideração dos efeitos de segunda ordem sejam atendidos por uma 
margem pequena, poderá não ser seguro dispensar também a fluência 
quando a taxa mecânica de armadura for muito pequena. Isso sinaliza que 
a norma brasileira não trata a fluência em pilares com a importância 
devida, e que mais atenção deve ser dado ao fenômeno em revisões 
104 
 
futuras. Ainda, a NBR 6118 somente apresenta o método simplificado da 
excentricidade adicional de fluência e não faz menção ao método de 
ajuste das deformações no concreto por (1 + 𝜑𝑒𝑓), como faz a norma 
europeia. 
 Como alternativa ao método geral, foi apresentada a aplicação do 
diagrama N-M-1/r com o ajuste de fluência com o método aproximado do 
pilar-padrão. Os momentos totais obtidos desta forma mostraram boa 
aproximação com o método geral, mas ainda há preocupação quanto a sua 
aplicação já que em um dos exemplos de aplicação do capítulo 5 o método 
ficou contra a segurança. Estudos mais aprofundados são necessários para 
investigar a confiabilidade do método, mas em termos práticos se mostrou 
viável. A dificuldade maior está na construção do diagrama momento-
curvatura (cuja metodologia foi demonstrada neste trabalho) e, nos casos 
de dimensionamento, no fato de que a armadura precisa ser conhecida de 
antemão. Isso exige um processo iterativo para conversão do resultado ou 
a implementação de um algoritmo no caso de cálculo computacional. 
 Outro método apresentado foi o que utiliza os mesmos princípios 
do Método Geral, mas que simplifica a obtenção da rigidez do gráfico de 
N-M-1/r considerando a rigidez secante como representativa de toda a 
peça. Este método obteve resultados mais próximos do Método Geral em 
relação ao método do pilar padrão acoplado a diagramas, todos a favor da 
segurança. 
 De forma geral, ambos os métodos intermediários, tanto o 
método do pilar padrão acoplado a diagramas quanto o método 
denominado “Semi-Geral”, se mostraram adequados para utilização no 
dia-a-dia dos escritórios de cálculo. Os resultados apresentados se 
mostraram mais enxutos e econômicos que os métodos aproximados e, 
em sua maioria, dentro da margem de segurança representada pelos 
resultados do Método Geral. Esses resultados são obtidos às custas de 
processos mais complicados de cálculo, mas que se mostraram bastante 
práticos uma vez que programados em uma ferramenta computacional. 
Com a disponibilidade de poder computacional atual e com a 
democratização das linguagens computacionais, cada vez mais acessíveis 
a população em geral, diminuem as desculpas para não se utilizar estes 
métodos. Conforme já exposto, há a dificuldade causada pelo fato de que 
ambos os métodos necessitam do conhecimento prévio da geometria 
completa da peça, mas os métodos simplificados podem servir bem a essa 
tarefa de pré-dimensionamento. 
 Como sugestão para trabalhos futuros, podem ser feitas 
contribuições ao estudo da segurança do critério para a dispensa da 
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consideração da fluência da NBR 6118:2014 juntamente com 
recomendações de critérios mais adequados. Também pode ser feita a 
avaliação do desempenho do método não-linear de inclusão da fluência 
para a previsão de capacidade portante em relação a resultados de testes 
experimentais. 
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ANEXOS 
 Nos anexos a seguir estão as tabelas usadas para confeccionar os 
diagramas de N-M-1/r utilizados nos exemplos de aplicação apresentados 
no Capítulo 5. Essas tabelas foram calculadas através da planilha 
eletrônica desenvolvida pelo autor conforme descrito no Capítulo 4. Para 
cada exemplo são apresentados separadamente os resultados para 
determinação da curva considerando 0,85 ∙ 𝑓𝑐𝑑 e 1,10 ∙ 𝑓𝑐𝑑, ambos com 
𝜑𝑒𝑓 = 0 (sem fluência) e 𝜑𝑒𝑓 = 1,18 (com fluência), totalizando 4 
tabelas por exemplo. Os Exemplos 2 e 3 possuem a mesma seção 
transversal e, portanto, possuem o mesmo diagrama de N-M-1/r. 
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Anexo 1 – Planilha do diagrama N-M-1/r do Exemplo 1, 𝟎, 𝟖𝟓 ∙ 𝒇𝒄𝒅, 
𝝋𝒆𝒇 = 𝟎. 
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Anexo 2 – Planilha do diagrama N-M-1/r do Exemplo 1, 𝟏, 𝟏𝟎 ∙ 𝒇𝒄𝒅, 
𝝋𝒆𝒇 = 𝟎. 
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Anexo 3 – Planilha do diagrama N-M-1/r do Exemplo 1,𝟎, 𝟖𝟓 ∙ 𝒇𝒄𝒅, 
𝝋𝒆𝒇 = 𝟏, 𝟏𝟖. 
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Anexo 4 – Planilha do diagrama N-M-1/r do Exemplo 1, 𝟏, 𝟏𝟎 ∙ 𝒇𝒄𝒅, 
𝝋𝒆𝒇 = 𝟏, 𝟏𝟖. 
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Anexo 5 – Planilha do diagrama N-M-1/r dos Exemplos 2 e 3, 𝟎, 𝟖𝟓 ∙
𝒇𝒄𝒅, 𝝋𝒆𝒇 = 𝟎. 
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Anexo 6 – Planilha do diagrama N-M-1/r dos Exemplos 2 e 3, 𝟏, 𝟏𝟎 ∙
𝒇𝒄𝒅, 𝝋𝒆𝒇 = 𝟎. 
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Anexo 7 – Planilha do diagrama N-M-1/r dos Exemplos 2 e 3, 𝟎, 𝟖𝟓 ∙
𝒇𝒄𝒅, 𝝋𝒆𝒇 = 𝟏, 𝟏𝟖. 
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Anexo 8 – Planilha do diagrama N-M-1/r dos Exemplos 2 e 3, 𝟏, 𝟏𝟎 ∙
𝒇𝒄𝒅, 𝝋𝒆𝒇 = 𝟏, 𝟏𝟖. 
 
 
 
 
 
